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AVERTISSEMENT. 


Les  Leçons  suivantes,  (*)  destinées  à  servir  de  commentaire  et 
de  supplément  à  la  première  Partie  de  la  Théorie  des  fonctions 
analytiques,  offrent  nn  cours  d'Analyse  sur  cette  partie  du  cal- 
cul qu'on  nomme  communément  infinitésimale  ou  transcen- 
dante, et  qui  n'est  proprement  que  le  Calcul  des  fonctions. 

Ceux  qui  ont  étudié  le  Calcul  différentiel  pourront  se  former, 
dans  ces  Leçons,  des  notions  simples  et  exactes  de  ce  Calcul  ;  ils 
y  trouveront  aussi  des  formules  et  des  méthodes  nouvelles,  ou 
qui  n'ont  pas  encore  été  présentées  avec  toute  la  clarté  et  la 
généralité  qu'on  pourrait  désirer. 

Dans  cette  nouvelle  Edition,  on  a  retouché  plusieiu's  endroits 
pour  y  mettre  plus  de  clarté  et  de  simplicité,  et  on  a  inséré  dif- 
férentes additions  dont  les  principales  se  trouvent  dans  les  Leçons 
dix-huitième,  vingt  et  unième  et  vingt-deuxième.  Cette  dernière 
contient  un  traité  complet  du  Calcul  des  variations. 

(*)  Les  Leçons  I  à  XIX  oat  été  professées  à  l'École  Polyteclinique,  pendant  l'an  VII  (1799), 
par  Lagrange,  qui  les  a  fait  paraître  dans  le  tome  X  de  la  nouvelle  édition  des  Séances  des 
Ecoles  Normales,  an  IX  (1801),  en  y  ajoutant  une  XX"  Leçon. 

Ces  vingt  Leçons  ont  été  réimprimées  dans  le  XII°  Cahier  du  Journal  de  l 'École  Poly- 
technique, an  XII  (i8o4)- 

Lagrange  a  publié,  en  un  volume  in-8'  (1806),  une  deuxième  édition  contenant  deux 
Leçons  nouvelles  (XXP  et  XXII"),  qui  ont  été  reproduites  ultérieurement  dans  le  XIV  Cahier 
du  Journal  de  l'École  Poljtechniiiue  (1808). 

[Note  de  l'Éditeur.) 


LEÇONS 


Sl'R    LE 


CALCUL  DES  FONCTIONS. 


LEÇON  PREMIÈRE. 


SUR  L  OBJET  DU  CALCUL  DES  FONCTIONS  ET  SUR  LES  FONCTIONS  EN  GENERAL. 


Le  Calcul  des  fonctions  a  le  même  objet  que  le  Calcul  différentiel 
pris  dans  le  sens  le  plus  étendu,  mais  il  n'est  point  sujet  aux  difficultés 
qui  se  rencontrent  dans  les  principes  et  dans  la  marche  ordinaire  de 
ce  Calcul  :  il  sert  de  plus  à  lier  le  Calcul  différentiel  immédiatement 
à  l'Algèbre,  dont  on  peut  dire  qu'il  a  fait  jusqu'à  présent  une  science 
séparée. 

On  connaît  les  dilficuités  qu'offre  la  supposition  des  infiniment  petits, 
sur  laquelle  Leibnitz  a  fondé  le  Calcul  différentiel.  Pour  les  éviter, 
Euler  regarde  les  différentielles  comme  nulles,  ce  qui  réduit  leur  rap- 
port à  l'expression  zéro  divisé  par  zéro,  laquelle  ne  présente  aucune 
idée. 

Maclaurin  et  d'Alembert  emploient  la  considération  des  limites  et 
regardent  le  rapport  des  différentielles  comme  la  limite  du  rapport  des 
différences  finies,  lorsque  ces  différences  deviennent  nulles. 

Cette  manière  de  représenter  les  quantités  différentielles  ne  fait  que 
reculer  la  difficulté;  car,  en  dernière  analyse,  le  rapport  des  diffé- 
rences évanouissantes  se  réduit  encore  à  celui  de  zéro  à  zéro. 

D'ailleurs  on  peut  observer  que  c'est  improprement  qu'on  applique 
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le  mot  connu  de  limite  à  ce  que  devient  une  expression  analytique 
lorsqu'on  y  fait  évanouir  certaines  quantités,  parce  que  ces  limites, 
après  avoir  décru  jusqu'à  zéro,  pourraient  encore  devenir  négatives.  De 
même  qu'en  Géométrie,  on  ne  peut  pas  dire  à  la  rigueur  que  la  sous- 
tangente  soit  la  limite  des  sous-sécantes,  parce  que  rien  n'empêche  la 
sous-sécante  de  croître  encore  lorsqu'elle  est  devenue  sous-tangente. 

Les  véritables  limites,  suivant  les  notions  des  anciens,  sont  des 
quantités  qu'on  ne  peut  passer,  quoiqu'on  puisse  s'en  approcher  aussi 
près  que  l'on  veut;  telle  est,  par  exemple,  la  circonférence  du  cercle  à 
l'égard  des  polygones  inscrit  et  circonscrit,  parce  que,  quelque  grand 
que  devienne  le  nombre  des  côtés,  jamais  le  polygone  intérieur  ne  sor- 
tira du  cercle,  ni  l'extérieur  n'y  entrera.  Ainsi  les  asymptotes  sont  de 
véritables  limites  des  courbes  auxquelles  elles  appartiennent,  etc. 

Au  reste  je  ne  disconviens  pas  qu'on  ne  puisse,  par  la  considération 
des  limites  envisagées  d'une  manière  particulière,  démontrer  rigou- 
reusement les  principes  du  Calcul  différentiel,  comme  Maclaurin, 
d'Alembert  et  plusieurs  auteurs  après  eux  l'ont  fait.  Mais  l'espèce  de 
métaphysique  que  l'on  est  obligé  d'y  employer  est  sinon  contraire, 
du  moins  étrangère  à  l'esprit  de  l'Analyse  qui  ne  doit  avoir  d'autre 
métaphysique  que  celle  qui  consiste  dans  les  premiers  principes  et  dans 
les  premières  opérations  fondamentales  du  calcul. 

A  l'égard  de  la  méthode  des  fluxions,  il  est  vrai  qu'on  ne  peut  con- 
sidérer les  fluxions  que  comme  les  vitesses  avec  lesquelles  les  gran- 
deurs varient,  et  y  faire  abstraction  de  toute  idée  mécanique;  mais  la 
détermination  analytique  de  ces  vitesses  dépend  aussi,  dans  cette 
méthode,  de  la  considération  des  quantités  petites  ou  évanouissantes; 
elle  est  par  conséquent  sujette  aux  mêmes  difficultés  que  le  Calcul 
difl'érentiel. 

Quand  on  approfondit  ces  différentes  méthodes  ou  plutôt  ces  diffé- 
rentes manières  d'envisager  la  même  méthode,  on  trouve  qu'elles  n'ont 
d'autre  but  que  de  donner  le  moyen  d'obtenir  séparément  les  premiers 
termes  du  développement  d'une  fonction,  en  les  détachant  et  les  iso- 
lant, pour  ainsi  dire,  du  reste  de  la  série,  parce  que  tous  les  problèmes 
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dont  la  solution  exige  le  Calcul  difTérentiel  dépendent  uniquement  de 
ces  premiers  termes.  Et  l'on  peut  dire  qu'on  remplissait  cet  objet  sans 
presque  se  douter  que  ce  fût  là  le  seul  but  des  opérations  du  calcul 
qu'on  employait. 

La  considération  des  courbes  avait  fait  naitre  la  méthode  des  infini- 
ment petits,  qu'on  a  ensuite  transformée  en  méthode  des  évanouissants 
ou  des  limites,  et  la  considération  du  mouvement  avait  fait  naître  celle 
des  fluxions.  On  a  transporté  dans  l'Analyse  les  principes  qui  résul- 
taient de  ces  considérations;  et  l'on  n'a  pas  vu  d'abord,  ou  du  moins  il 
ne  parait  pas  qu'on  ait  vu  que  les  problèmes  qui  dépendent  de  ces 
méthodes,  envisagés  analytiquement,  se  réduisent  simplement  à  la 
recherche  des  fonctions  dérivées  qui  forment  les  premiers  termes  du 
développement  des  fonctions  données,  ou  à  la  recherche  inverse  des 
fonctions  primitives  par  les  fonctions  dérivées. 

Newton  avait  bien  remarqué  dans  sa  première  solution  du  problème 
sur  la  courbe  décrite  par  un  corps  grave,  dans  un  milieu  résistant,  que 
ce  problème  devait  se  résoudre  par  les  premiers  termes  de  la  série  de 
l'ordonnée;  mais  il  se  trompa  dans  l'application  de  ce  principe,  et  dans 
sa  seconde  solution  il  employa  purement  la  méthode  différentielle,  en 
considérant  les  différences  de  quatre  ordonnées  successives;  et,  quoi- 
qu'il ait  laissé  subsister  le  passage  où  il  dit  que  le  problème  se  résou- 
dra par  les  premiers  termes  de  la  série,  on  voit  que  ce  passage  n'a  plus 
de  rapport  immédiat  à  ce  qui  précède  ni  à  ce  qui  suit. 

Il  est  donc  plus  naturel  et  plus  simple  de  considérer  immédiatement 
le  développement  des  fonctions,  sans  employer  le  circuit  métaphysique 
des  infiniment  petits  ou  des  limites;  et  c'est  ramener  le  Calcul  diffé- 
rentiel à  une  origine  purement  algébrique,  que  de  le  faire  dépendre 
uniquement  de  ce  développement. 

Mais,  à  la  naissance  du  Calcul  différentiel,  on  n'avait  pas  encore 
une  idée  assez  étendue  de  ce  qu'on  entend  par  fonction. 

Les  premiers  analystes  n'avaient  employé  ce  mot  que  pour  désigner 
les  différentes  puissances  d'une  même  quantité;  on  en  a  ensuite  étendu 
la  signification  à  toute  quantité  formée  d'une  manière  quelconque 

X.  2 
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d'une  autre  quantité  ;  et  il  est  aujourd'hui  généralement  adopté  pour 
exprimer  que  la  valeur  d'une  quantité  dépend,  suivant  une  loi  donnée, 
d'une  ou  de  plusieurs  autres  quantités  données. 

Sous  ce  point  de  vue  on  doit  regarder  l'Algèbre  comme  la  science 
des  fonctions;  il  est  aisé  de  voir  que  la  résolution  des  équations  ne 
consiste,  en  général,  qu'à  trouver  les  valeurs  des  quantités  inconnues 
en  fonctions  déterminées  des  quantités  connues.  Ces  fonctions  repré- 
sentent alors  les  différentes  opérations  qu'il  faut  faire  sur  les  quantités 
connues  pour  obtenir  les  valeurs  de  celles  que  l'on  cherche,  et  elles 
ne  sont  proprement  que  le  dernier  résultat  du  calcul. 

Mais,  en  Algèbre,  on  ne  considère  les  fonctions  qu'autant  qu'elles 
résultent  des  opérations  de  l'Arithmétique,  généralisées  et  transportées 
aux  lettres,  au  lieu  que,  dans  le  Calcul  des  fonctions  proprement  dit, 
on  considère  les  fonctions  qui  résultent  de  l'opération  algébrique  du 
développement  en  série  lorsqu'on  attribue  à  une  ou  à  plusieurs  quan- 
tités de  la  fonction  des  accroissements  indéterminés. 

Le  développement  des  fonctions,  envisagé  d'une  manière  générale, 
donne  naissance  aux  fonctions  dérivées  de  différents  ordres;  et,  l'algo- 
rithme de  ces  fonctions  une  fois  trouvé,  on  peut  les  considérer  en  elles- 
mêmes  et  indépendamment  des  séries  d'où  elles  résultent.  Ainsi,  une 
fonction  donnée  étant  regardée  comme  primitive,  on  peut  en  déduire 
par  des  règles  simples  et  uniformes  d'autres  fonctions  que  j'appelle 
dérivées;  et,  lorsqu'on  a  une  équation  quelconque  entre  plusieurs 
variables,  on  peut  passer  successivement  aux  équations  dérivées,  et 
remonter  de  celles-ci  aux  équations  primitives.  Ces  transformations 
répondent  aux  différentiations  et  aux  intégrations;  mais,  dans  la  théorie 
des  fonctions,  elles  ne  dépendent  que  d'opérations  purement  algé- 
briques, fondées  sur  les  simples  principes  du  calcul. 

Les  fonctions  dérivées  se  présentent  naturellement  dans  la  Géométrie, 
lorsqu'on  considère  les  aires,  les  tangentes,  les  rayons  osculateurs,  etc.; 
et  dans  la  Mécanique,  lorsqu'on  considère  les  vitesses  et  les  forces.  Si 
l'on  regarde,  par  exemple,  l'aire  d'une  courbe  comme  fonction  de  l'ab- 
scisse, l'ordonnée  en  est  la  première  fonction  dérivée    ou  fonction 
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prime  ;  le  rapport  de  l'ordonnée  à  la  sous-tangente  est  exprimé  par  la 
fonction  prime  de  l'ordonnée,  et  par  conséquent  par  la  seconde  fonction 
dérivée  ou  fonction  seconde  de  l'aire  ;  le  rayon  osculateur  dépend  des 
deux  premières  fonctions  dérivées  de  l'ordonnée,  et  ainsi  de  suite.  De 
même,  en  regardant  l'espace' parcouru  comme  fonction  du  temps,  la 
vitesse  en  est  la  fonction  prime  et  la  force  accélératrice  en  est  la  fonc- 
tion seconde.  Ce  n'est  peut-être  pas  un  des  moindres  avantages  du  Cal- 
cul des  fonctions  de  fournir,  pour  ces  éléments  de  la  Géométrie  des 
courbes  et  de  la  Mécanique,  des  expressions  aussi  simples  et  intelli- 
gibles que  le  sont  les  expressions  algébriques  des  puissances  et  des 
racines. 

Lorsqu'on  envisage  une  fonction  relativement  à  une  des  quantités 
qui  la  composent,  on  fait  abstraction  de  la  valeur  de  cette  quantité,  et 
l'on  ne  considère  que  la  manière  dont  elle  est  combinée  avec  elle- 
même  et  avec  les  autres  quantités.  Ainsi  la  fonction  est  censée  demeurer 
la  même,  tandis  que  cette  quantité  varie  d'une  manière  quelconque, 
pourvu  que  les  autres  quantités  avec  lesquelles  elle  est  mêlée  de- 
meurent constantes  :  ce  qui  introduit  naturellement,  par  rapport  aux 
fonctions,  la  distinction  des  quantités  en  variables  et  constantes. 

Dans  l'Algèbre  ordinaire,  on  distingue  simplement  les  quantités  en 
connues  et  inconnues,  et  l'on  a  coutume  de  désigner  les  unes  par  les 
premières  lettres  de  l'alphabet,  et  les  autres  par  les  dernières.  L'appli- 
cation de  l'Algèbre  à  la  théorie  des  courbes  a  fait  d'abord  distinguer 
les  quantités  qui  entrent  dans  l'équation  d'une  courbe  en  données, 
telles  que  les  axes,  les  paramètres,  etc.,  et  en  indéterminées,  telles 
que  les  coordonnées.  Depuis  on  a  envisagé  ces  mêmes  quantités  sous 
l'aspect  plus  naturel  de  constantes  et  de  variables;  et  la  considération 
des  fonctions  porte  naturellement  à  regarder  sous  ce  même  point  de 
vue  les  différentes  quantités  qui  les  composent. 

Nous  appellerons  donc  simplement  yô/ic/«on  d'une  ou  de  plusieurs 
quantités  toute  expression  de  calcul  dans  laquelle  ces  quantités  entre- 
ront d'une  manière  quelconque,  mêlées  ou  non  avec  d'autres  quantités 
regardées  comme  ayant  des  valeurs  données  et  invariables,  tandis  que 
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les  quantités  de  la  fonction  sont  censées  pouvoir  recevoir  toutes  les 
valeurs  possibles. 

Nous  désignerons  ordinairement  les  variables  des  fonctions  par  les 
dernières  lettres  de  l'alphabet  £c,y,  ...,  et  les  constantes  par  les  pre- 
mières a,  l>,  c,  ....  Et,  pour  marquer  une  fonction  d'une  variable, 
nous  ferons  simplement  précéder  cette  variable  de  la  lettre  caracté- 
ristique /  ou  F.  Ainsi  f{cc)  désignera  une  fonction  de  x;  /(^'), 
f[a  -+-bx),  ...  désigneront  des  fonctions  de  x-,  de  a  +  bx, 

Pour  marquer  une  fonction  de  deux  variables  indépendantes  comme 
x,y,  nous  écrirons/(^,  j),  et  ainsi  des  autres.  Lorsque  nous  voudrons 
employer  d'autres  caractéristiques,  nous  aurons  soin  d'en  avertir. 

Si  deux  fonctions  de  deux  variables  différentes  x,  y,  c'est-à-dire  l'une 
de  X  et  l'autre  de  y,  sont  composées  de  la  même  manière  et  avec  les 
mêmes  constantes,  ces  fonctions  seront  pareilles  et  pourront  être  dési- 
gnées dans  un  même  calcul  par  la  même  caractéristique;  ainsi /(^r)  et 
f{y)  seront  deux  fonctions  pareilles  qui  deviendront  identiques  en  fai- 
santj  =  a7.  Mais  si,  les  deux  fonctions  étant  composées  de  la  même 
manière,  les  constantes  qu'elles  contiennent  sont  différentes,  alors  on  ne 
pourra  plus,  généralement  parlant,  les  représenter  par  la  même  carac- 
téristique dans  le  cours  d'un  même  calcul.  Cependant,  si  les  deux 
fonctions  ne  diffèrent,  par  exemple,  que  par  la  valeur  d'une  constante, 
qui  serait  a  dans  l'une  et  b  dans  l'autre,  on  pourra  encore  les  désigner 
par  la  même  caractéristique,  en  les  représentant  par/(a7,  a)  e\/{y,  b), 
comme  des  fonctions  pareilles  de  x,  a  et  de  j,  b.  Ainsi,  dans  ce  cas, 
les  quantités  a  et  b  entreront  aussi  dans  l'expression  de  la  fonction, 
parce  que,  quoique  constantes  dans  chaque  fonction,  elles  peuvent  être 
regardées  comme  variables  d'une  fonction  à  l'autre. 

Nous  n'entrerons  ici  dans  aucun  détail  sur  les  différentes  formes  des 
fonctions;  mais  nous  allons  considérer  la  dérivation  des  fonctions  les 
unes  des  autres,  dans  laquelle  consiste  proprement  le  Calcul  des 
fonctions. 


DES  FONCTIONS.  13 


LEÇON  DEUXIÈME. 


SUR  LE  DEVELOPPEMENT  D  UNE  FONCTION  D  UNE  VARIABLE,  LORSQU  ON  ATTRIBUE 
UN  ACCROISSEMENT  A  CETTE  VARIABLE.  LOI  GÉNÉRALE  DE  CE  DÉVELOPPEMENT. 
ORIGINE  DES  FONCTIONS  DÉRIVÉES.  DIFFÉRENTS  ORDRES  DE  CES  FONCTIONS. 
LEUR    NOTATION". 


Considérons  une  fonction /(a?)  d'une  variable  quelconque  x.  Si  à  la 
place  de  x  on  substitue  x  +  i,  i  étant  une  quantité  quelconque  indé- 
terminée, elle  deviendra /(a; 4- i),  et,  par  la  tbéorie  des  séries,  on 
pourra  la  développer  en  une  suite  de  cette  forme 

dans  laquelle  les  quantités/^,  q,  r,  . . .,  coefficients  des  puissances  de  i, 
seront  de  nouvelles  fonctions  de  x,  dérivées  de  la  fonction  primitive 
f{xy,  et  indépendantes  de  la  quantité  i. 

Il  est  clair  que  la  forme  des  fonctions  p,  q,  r,  ...  dépendra  unique- 
ment de  celle  de  la  fonction  donnéey'(a7),  et  l'on  déterminera  aisément 
ces  fonctions,  dans  les  cas  particuliers,  par  les  règles  de  l'Algèbre 
ordinaire,  en  développant  la  fonction  dans  une  série  ordonnée  suivant 
les  puissances  de  i. 

Cette  dérivation  des  fonctions  est  une  opération  plus  générale  que 
l'élévation  aux  puissances  et  l'extraction  des  racines,  et  les  principaux 
problèmes  d'x'Vnalyse,  de  Géométrie  et  de  Mécanique  en  dépendent, 
comme  on  l'a  montré  dans  la  Théorie  des  fonctions  analytiques . 

Mais,  pour  ne  rien  avancer  gratuitement,  nous  commencerons  par 
examiner  la  forme  même  de  la  série  qui  doit  résulter  du  développe- 
ment de  toute  fonction /(.t),  lorsqu'on  y  substitue  a;  +  /au  lieu  de  x, 
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et  que  nous  supposons  ne  devoir  contenir  que  des  puissances  entières 
et  positives  de  i.  Cette  supposition  se  vérifie  en  effet  par  le  développe- 
ment des  différentes  fonctions  connues;  mais  personne,  que  je  sache, 
n'avait  cherché  à  le  démontrer  a  priori,  ce  qui  me  paraît  néanmoins 
d'autant  plus  nécessaire  qu'il  y  a  des  cas  particuliers  où  elle  peut  ne 
pas  avoir  lieu. 

Je  vais  d'abord  démontrer  que,  dans  la  série  qui  résulte  du  dévelop- 
pement d'une  fonction /(.r+«),  il  ne  peut  se  trouver  aucune  puissance 
fractionnaire  de  i,  à  moins  qu'on  ne  donne  à  x  des  valeurs  particu- 
lières. 

En  effet,  il  est  clair  que  les  radicaux  de  i  ne  pourraient  venir  que 
des  radicaux  renfermés  dans  la  fonction  même y(,r),  et  il  est  clair,  en 
même  temps,  que  la  substitution  de  a?  h-/  au  lieu  de  œ  ne  pourrait  ni 
augmenter  ni  diminuer  le  nombre  des  radicaux,  ni  en  changer  la  na- 
ture, tant  que  x  et  i  seront  des  quantités  indéterminées.  D'un  autre 
côté,  on  sait,  par  la  théorie  des  équations,  que  tout  radical  a  autant  de 
valeurs  différentes,  ni  plus  ni  moins,  qu'il  y  a  d'unités  dans  son  expo- 
sant, et  que  toute  fonction  irrationnelle  a  par  conséquent  autant  de 
valeurs  différentes  qu'on  peut  faire  de  combinaisons  des  différentes 
valeurs  des  radicaux  qu'elle  renferme.  Donc,  si  le  développement  de 

7/1 

la  fonction /(a;  +/)  pouvait  contenir  un  terme  de  la  forme  ui" ,  la  fonc- 
tion/(.r)  serait  nécessairement  irrationnelle,  et  aurait  par  conséquent 
un  certain  nombre  de  valeurs  différentes,  qui  serait  le  même  pour  la 
fonction/(a;  -j-i),  ainsi  que  pour  son  développement.  Mais  ce  dévelop- 
pement étant  représenté  par  la  série 

/{ x ]  +pi  +  (7/2 H- ...  +  ui"  -+-..., 

chaque  valeur  de/{x)  se  combinerait  avec  chacune  des  valeurs  du  ra- 
dical V?'";  de  sorte  que  la  fonction /(.r +/)  développée  aurait.plus  de 
valeurs  différentes  que  la  même  fonction  non  développée,  ce  qui  est 
absurde. 

Cette  démonstration  est  générale  et  rigoureuse,  tant  que  x  et  i  de- 
meurent indéterminés.  Elle  cesserait  de  l'être,  si  l'on  donnait  à  x  des 
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valeurs  déterminées;  car  il  serait  possible  que  ces  valeurs  détruisissent 
quelques  radicaux  dans/(a;),  qui  pourraient  néanmoins  subsister  dans 
/[x-hi).  Nous  examinerons  à  part  ces  sortes  de  cas  et  les  conséquences 
qui  en  résultent. 

Nous  venons  de  voir  que  le  développement  de  la  fonction /(  a;  4- ;') 
ne  saurait  contenir  en  général  des  puissances  fractionnaires  de  /;  il  est 
facile  de  voir  aussi  qu'il  ne  pourra  contenir  non  plus  des  puissances 
négatives  de  i. 

Car,  si  parmi  les  termes  de  ce  développement  il  y  en  avait  un  de  la 

forme  -i^?  m  étant  un  entier  positif,  en  faisant  <  =  o,  ce  terme  devien- 
drait infini;  donc  la  fonction /"(.j; +  i)  devrait  devenir  infinie  lorsque 
iz=o;  par  conséquent,  il  faudrait  que /(a;)  devînt  infinie,  ce  qui  ne 
peut  avoir  lieu  que  pour  des  valeurs  particulières  de  oc. 

Nous  sommes  donc  assurés  que,/(^)  exprimant  une  fonction  quel- 
conque de  x,  la  fonction /(a; +  i)  peut,  généralement  parlant,  se  déve- 
lopper en  une  série  de  cette  forme, 

dans  laquelle  p,  q,  r,  ...  seront  de  nouvelles  fonctions  de  x,  dérivées 
de  la  fonction  priinitive/(£r). 

Quoique  la  forme  de  ces  fonctions  dérivées  dépende  essentiellement 
de  celle  de  la  fonction  primitive,  il  règne  néanmoins  entre  elles  une 
loi  générale  que  nous  allons  exposer. 

Supposons  que  l'indéterminée  x  soit  changée  en  .r  +  o,  o  étant  une 
quantité  quelconque  indéterminée,  et  indépendante  de  i,  il  est  visible 
que  la  fonction /(x  +  t)  deviendra /(a; -t-«-+-o);  et  l'on  voit  en  même 
temps  que  l'on  aurait  le  même  résultat,  si  l'on  mettait,  dans/(a;H-if), 
i-\-o  a  la  place  de  i.  Donc  aussi  le  résultat  sera  le  même,  soit  qu'on 
substitue  « +  o  à  la  place  de  i,  on  x  +  o  à  la  place  de  x  dans  la  série 
f{x)  -h  ip  H-  i-q  -h  i^r-\-. . .,  qu'on  suppose  égale  à  la  fonction/(.r-f-î). 

La  substitution  de  i-\-o  au  lieu  de  i,  dans  cette  série,  donnera 

/(  .r  )  +  (  {■  +  o )/>  4-  [  t  4-  0 )2  ^7  +  (  i  +  o ] 3  /•  4- .  .  . , 
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savoir,  en  développant  les  puissances  de  i-ho,  et  n'écrivant,  pour 
abréger,  que  les  deux  premiers  ternies  de  chaque  puissance,  parce  que 
la  comparaison  de  ces  termes  suffit  pour  notre  objet, 

f[x)-\-ip  +  i- q  -+-  i'^ r  +  i '•  5  4- .  .  .  +  op  -j-  2  loq  -\- Z  i- or  -\-  li^i^ os -\-  .  . .  . 

Pour  faire  maintenant  la  substitution  de  a?  +  o  au  lieu  de  x  dans 
la  même  série,  nous  observons  que,  puisque  la  fonction /(a?)  de- 
vient f[x)  n-ip-^ . .. ,  lorsqu'on  change  x  en  x-\-i,  elle  deviendra 
f[x)  +  o/j  + . . . ,  en  y  changeant  x  en  x  -\-o.  De  même,  si  /?  +  iyo'  + . . . , 
g  -h  iq'-\-. . .,  /M-  if' -t- . . .  sont  ce  que  deviennent  les  fonctions  p,  g, 
r,  . . .  lorsqu'on  y  substitue  x  -\-  i  slu  lieu  de  x,  et  qu'on  les  développe 
suivant  les  puissances  de  i,  on  aura,  en  changeant  i  en  o, 

p -+-op'-h.  .  .,     q -j-oq'~h.  .  .,     r  +  or'  +  ...,      ..., 

pour  les  développements  des  mêmes  fonctions  après  la  substitution  de 
x  +  o  au  lieu  de  x. 

Donc,  par  cette  substitution,  la  série /{x) -h  ip -h  i'^ g -h . . .  devien- 
dra, en  omettant  les  termes  qui  contiendraient  le  carré  et  les  puissances 
plus  hautes  de  o, 

/{■^)  +  l'p  +  i-  q  +  i^  r  ■+  i'>s  -h.  .  .-hop  -h  iop'  -\-  i^  oq'  -+-  i^  or'  -+- 

Ce  résultat  doit  être  identique  avec  le  précédent,  indépendamment 
des  valeurs  de  i  et  de  o  qui  peuvent  être  quelconques;  il  faudra  donc 
que  les  termes  affectés  des  mêmes  puissances  et  produits  de  i  et  o 
soient  identiques  en  particulier.  Ainsi  on  aura  les  équations  identiques 

7.q=p',     3r  —  q',     ^s=r',     ...; 

d'où  l'on  tire 

q=^p',      r—^q',     S  —  \r',     

Dénotons  en  général  par /'(a;)  la  fonction/?,  dérivée  de  la  fonction 
f{x),  en  mettant  un  accent  à  la  caractéristique/,  pour  indiquer  la  déri- 
vation de  la  fonction.  Dénotons  de  même  ^av/"{x)  la  fonction  dérivée 
de  la  fonction/''(ic"),  en  ajoutant  un  accent  à  la  caractéristique/'  de  la 
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fonction /'(.r)  d'où  elle  est  dérivée.  Dénotons  pareillement  par /"(.r) 
la  fonction  dérivée  àe/"{cc),  et  ainsi  de  suite. 

Ces  fonctions /'(.r),/"(^),/"'(^),  ...  ne  seront  autre  chose  que  les 
coefficients  de  i  dans  les  premiers  termes  des  développements  des 
fonctions /(a;  -+-  i),f\x  4-  i),  f"[x  +  i),  .... 

On  aura  ainsi  p  =/'{x),  et  comme  p'  est  la  fonction  dérivée  de  p, 
on  aura  p'  =f"[x),  et,  par  conséquent,  q  =  {f"{^)-  Ensuite,  q'  étant 
la  fonction  dérivée  de  q,  on  aura  q'  =  r,f"'{x),  et,  par  conséquent, 
/•=  v^/"'(a7)',  et  ainsi  de  suite. 

Donc,  substituant  ces  expressions  dans  la  série 

f{x) +ip -{-i'fj -i- i^r-\-.. ., 

qui  est  le  développement  de  /{x  +  i),  on  aura  cette  formule  fonda- 
mentale 

Cette  expression  du  développement  de/(x  -f-  i)  a  l'avantage  de  faire 
voir  comment  les  termes  de  la  série  dépendent  les  uns  des  autres,  et 
surtout  comment,  lorsqu'on  sait  former  la  première  fonction  dérivée 
d'une  fonction  primitive  quelconque,  on  peut  former  toutes  les  fonc- 
tions dérivées  que  la  série  renferme. 

Nous  appellerons  la  {onQ,i\onf[x)  fonction  primitive,  par  rappoi't  aux 
fonctions/'(a7),/"(^),  ...,  qui  en  dérivent;  et  nous  appellerons  celles-ci 
fonctions  dénvées,  par  rapport  à  celle-là.  Nous  nommerons  de  plus  la 
fonction  dérivéey'(^),  première  fonction  dérivée,  ou  fonction  dérivée  du 
premier  ordre,  ou  s\mi>]ement  fonction  prime  ;  la  fonction/'\x),  dérivée 
de  celle-ci ,  seconde  fonction  dérivée,  ou  fonction  dérivée  du  second 
ordre,  ou  simplementyÔ7zc//on  ^econc^é?;  la  fonction /""(a?),  dérivée  de  la 
précédente,  troisième  fonction  dérivée,  ou  fonction  dérivée  du  troisième 
ordre,  ou  simplement yô/zc/j'on  tierce,  et  ainsi  de  suite. 

Mais  nous  entendrons  toujours  \)av  fonction  dérivée  simplement  ia 
premicM'e  fonction  dérivée,  et  {^'av  fonction  primitive  calh'  d'oii  d\e  est 
X;  3 
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censée  dérivée.  Nous  leur  donnerons  aussi  quelquefois,  pour  plus  de 
simplicité,  le  simple  nom  de  dérivées  ou  de  primitives. 

Si  la  fonction  primitive  n'est  pas  représentée  parla  caractéristique/, 
mais  par  une  autre  variable,  comme  lorsqu'on  suppose  j  fonction  de  x, 
donnée  par  une  équation  quelconque  entre  x  et  j',  alors  on  pourra  dé- 
noter de  même  ses  fonctions  dérivées  par  des  accents  ou  traits  appliqués 
à  la  lettre  _/,  et  les  appeler  ?,\\u\i\QV[\ex\i  y  prime,  y  seconde,  y  tierce,  etc. 

Ainsi,  y  étant  regardée  comme  une  fonction  quelconque  de  x,  ses 
fonctions  dérivées  seront  représentées  par  y,  r",  y"',  . . .  ;  de  sorte  que, 
y  étant  la  fonction  primitive,  y'  sera  sa  fonction  dérivée  du  premier 
ordre,  ou  fonction  prime,  y"  sera  la  fonction  dérivée  du  second  ordre  ou 
fonction  seconde,  etc.,  et  on  les  nommera  y /?nVne,  y  seconde,  etc. 

De  cette  manière,  x  devenant  x-^i,  la  valeur  de /deviendra 

.r  + '/'H- 7/'  +  ^ /'"  +  •••• 

En  général,  si  l'on  a  une  expression  quelconque  en  x,  y,  ...,  on 
pourra  désigner  ses  fonctions  dérivées  par  des  traits  appliqués  à  la 
même  expression  renfermée  entre  deux  parenthèses.  Ainsi 

-\-  bx  -\-  cv 


^d-h  ex  -h  g 

représentera  la  première  fonction  dérivée  de  l'expression 

a  -h  bx  -h  cj 
d-\-ex  +  gy^ 

et 

/a+  bx  +  cyV' 
\d-hex-hgy) 

représentera  la  seconde  fonction  dérivée  de  la  même  expression,  et 
ainsi  de  suite. 

Et,  si  l'on  a  une  fonction  de  plusieurs  variables,  x,y,  ...,  exprimée 
en  général  par/(.r,j,  ..,),  on  dénotera  ses  fonctions  dérivées  relatives 
à  toutes  ces  variables,  en  appliquant  un,  deux,  ...  traits  à  la  carac- 
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ristique/;  ainsi/'(a-,  y,  ...)  dénotera  sa  fonction  prime, /"(ic.j,  ...)  sa 
fonction  seconde,  etc. 

Quoique  les  fonctions  dérivées  doivent  leur  origine  au  développement 
de  la  fonction  primitive  lorsqu'on  augmente  la  variable  d'une  quantité 
quelconque  i,  on  voit  qu'elles  sont  indépendantes  de  cette  même  quan- 
tité qui  ne  sert,  pour  ainsi  dire,  que  comme  un  outil  pour  former  ces 
fonctions.  Ainsi,  dès  qu'on  aura  trouvé,  par  la  considération  du  pre- 
mier terme  du  développement,  des  règles  générales  pour  passer  d'une 
fonction  primitive'  à  la  fonction  dérivée,  on  pourra  faire  abstraction  de 
tout  développement,  et  regarder  la  dérivation  des  fonctions  comme  une 
nouvelle  opération  d'Algèbre  plus  générale  et  d'une  beaucoup  plus 
grande  étendue  que  l'élévation  aux  puissances. 

Ceux  qui  savent  le  Calcul  différentiel  n'auront  pas  de  peine  à  se 
convaincre  que  les  fonctions  dérivées /'(a;), /"(a?),  ...,y',y",  ...  re- 
viennent aux  quantités  qu'on  désigne  dans  ce  Calcul  par 

dx  dx"^  dx     dx"^ 

et  ainsi  des  autres  expressions  semblables. 
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LEÇON  TROISIÈME. 


FONCTIONS    DERIVEES    DES    PUISSANCES.    DÉVELOPPEMENT    D  UNE    PUISSANCE 
QUELCONQUE    d'uN    BINÔME. 


Puisque  toute  fonction  dérivée  du  premier  ordre  f\oc)  n'est  autre 
chose  que  le  coefficient  de  «dans  le  développement  de  la  fonction  pri- 
mitive/(a:),  après  la  substitution  de.r  +  t  à  la  place  de  x,  il  s'ensuit 
que  la  recherche  de  la  fonction  dérivée  d'une  puissance  quelconque  x"' 
se  réduit  à  trouver  le  terme  affecté  de  i  dans  le  développement  de  la 
puissance  (.r  +  /)'"  suivant  les  puissances  de  i. 

Lorsque  l'exposant  m  est  un  nombre  quelconque  entier  ou  fraction- 
naire, positif  ou  négatif,  on  démontre  facilement,  par  les  premières 
opérations  de  l'Algèbre,  que  les  deux  premiers  termes  de  la  puissance 
7W  du  binôme  ^--i-i  sont  ^"'+ma;'"~'i;  ainsi,  lorsque /(j;)  =  a;'"  ou 
=  Aa;'",  A  étant  un  coefficient  quelconque,  on  aura 

f'[x)  =  mA^"'-', 

m  étant  un  nombre  quelconque  rationnel. 

Comme  tout  nombre  irrationnel  peut  être  renfermé  entre  des  limites 
rationnelles  aussi  resserrées  que  l'on  veut,  on  en  pourrait  conclure 
tout  de  suite  la  vérité  du  résultat  précédent  pour  une  valeur  quel- 
conque irrationnelle  de  m,  puisqu'on  peut,  en  resserrant  les  limites, 
diminuer  l'erreur  à  volonté.  Mais,  comme  il  est  plutôt  question  ici  de 
la  forme  même  de  la  fonction  dérivée  que  de  sa  valeur  absolue  dans 
chaque  cas  particulier,  nous  croyons,  pour  ne  rien  laisser  à  désirer  sur 
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cette  proposition  fondamentale,  devoir  en  donner  une  démonstration 
aussi  générale  que  rigoureuse. 
Puisque 


;.r  +  «■)'"=  -x'^'i  I  4-  — 


par  les  règles  de  l'Algèbre,  si  l'on  fait  pour  abréger  —  =o),  il  s'agira 

de  trouver  le  coefficient  de  oj  dans  le  développement  de  (i  +oj)"',  quel 
qu*j  soit  l'exposant  m.  Or,  quel  que  puisse  être  ce  coefficient,  comme 
il  doit  être  indépendant  de  oj,  il  est  clair  qu'il  ne  peut  être  qu'une 
fonction  de  m,  puisque  l'expression  (i  +co)'"  ne  contient  que  les  deux 
indéterminées  w  et  m.  On  pourra  donc  le  représenter  en  général  par 
Y{m),  la  caractéristique  F  désignant  une  fonction  déterminée,  mais 
inconnue.  Ainsi,  comme  en  faisant  w  nul,  la  quantité  (i  +(o)'"  devi<MU 
i"'r=  I,  on  aura 

(  1  +  W  )'«  =:  I  +  &)  F  (  //(  ]  +  .  .  .  . 

On  aura  donc  aussi,  pour  un  autre  exposant  quelconque  n, 

(i4-w)"  =  i-!-mF( /«)+.... 

Multipliant  ensemble  ces  deux  équations,  on  aura 

(IH-  W  )'"+«  =:  I  +  OJ  [  F  (  /»  )  +  F  (  /l)]  + 

Car  la  théorie  des  puissances  repose  uniquement  sur  ce  principe  que 
a"'a"  =  a"'^",  quelles  que  soient  les  quantités  a,  m,  n,  et  l'on  peut 
même  dire  que  c'est  dans  ce  principe  que  consiste  l'essence  des  puis- 
sances, lorsque  les  exposants  ne  peuvent  être  exprimés  par  des  nombres. 
Ainsi  F(m)-f-  F(n)  sera  le  coefficient  de  w  dans  le  développement  de 
la  puissance  (i  +  w)'"^".  Mais  ce  coefficient  doit  être  représenté  pai- 
¥[m-\-n),  puisque  la  fonction  (i  +  co)'"  devient  (i-hoj)'"^",  en  y  substi- 
tuant m-\-  n  pour  m.  Donc  il  faudra  que  la  fonction  désignée  par  la 
caractéristique  F  soit  telle  que  l'on  ait 

Y{ni  -\-  n]  ^=F [ m)  H-  F ( « ), 
m  et  n  étant  des  quantités  quelconques. 
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Pour  trouver  d'une  manière  générale  la  forme  de  la  fonction  d'après 
cette  condition,  je  supposerai  que  la  quantité  m  soit  changée  en  /n  4-  i, 
et  que  la  quantité  n  le  soit  en  «  —  /,  i étant  quelconque;  alors  la  fonc- 
tion Y  [m  +  n)  demeurera  la  même,  et  les  fonctions  F(m),  F{/i)  devien- 
dront 

F(m  +  <),     Y[n  —  L]\ 

donc  l'équation  précédente  donnei'a 

F(w)+F(«)=:F(/n  +  0  +  F("  — 0- 
Or,  par  le  développement,  la  fonction 

Ffm  ^i] 


devient 


F{/»)  +/F'(m)  +  -F"( //«)+. 


comme  on  l'a  vu  plus  haut;  et  la  fonction  F(n  —  i)  deviendra  de  même, 
en  prenant  i  négativement, 

F(,i)_tF'(/i)4--F"(n)----; 

donc  l'équation  précédente  se  réduira  à  celle-ci 

i[F'(m)  -F'(«)]  +  ^  [F"(m)  +  F"(/i )]+••■  =  o, 

laquelle  devant  avoir  lieu  quelle  que  soit  la  valeur  de  «,  on  aura  néces- 
sairement 

F'(m)-FVO=o,     F"(w]+F"(n)  =  o,    .... 

La  première  de  ces  conditions  donne 

F'(m)=:F'(«), 

d'où  l'on  conclut  d'abord  que  la  valeur  de  la  fonction  F(/w)  doit  être 
indépendante  de  la  variable  m,  puisqu'elle  demeure  la  même  en  chan- 
geant la  valeur  de  cette  variable,  et  qu'ainsi  cette  valeur  doit  être  con- 
stante relativement  à  la  même  variable. 
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On  aura  donc 

F'{m)=a, 

a  étant  une  constante;  et  cette  valeur  de  Y' {m)  satisfera  aux  autres  con- 
ditions, puisqu'on  aura 

F"(m)  =  o.     ¥"'[m]  =  o,    ..., 

et  de  même 

F"(/0  =  o,     F'"(/i)=o,   .... 

Tout  se  réduit  donc  à  trouver  la  valeur  de  la  fonction  primitive  F(mj, 

d'après  la  fonction  dérivée 

Y' [m]  —  a. 

Or  il  est  facile  de  voir  que  Y  [m)  ne  peut  être  que  de  la  forme  am  ■+-  ù, 
h  étant  une  constante  arbitraire;  car  on  peut  se  convaincre  qu'il  n'y  a 
que  cette  expression  qui  puisse  donner  a  pour  sa  fonction  dérivée. 

On  peut  d'ailleurs  le  démontrer  directement  comme  il  suit  :  puis- 
qu'on a  en  général 

F(/«  +  i)  ^  F(m)  +  iF'[m]-h  -  F"(m)  +■  •  • , 

on  aura,  dans  le  cas  présent, 

F'(m)r=a,     F"(7«)=o,     F"'(m)  =  o,    ..., 
¥{m  -j-  i)  =.F[m]  -\-  ai, 

et,  comme  i  peut  être  une  quantité  quelconque,  si  l'on  fait  i=  ~  m, 
alors  la  quantité  m  -+-  i  deviendra  zéro;  donc  la  valeur  de  F(/w  +  /)  sera 
indépendante  de  m;  elle  sera  par  conséquent  égale  à  une  constante  b. 

On  aura  ainsi 

6  =  F(m)  —  am, 

d'où 

T{m)  =  a/n  -+-  b. 

Substituant  cette  valeur  de  ¥{m),  on  aura  en  général 
(i-t-  w)™=n-  [am  +  6)co  H-.  .  ., 
quelle  que  soit  la  valeur  de  m,  a  ei  b  étant  des  constantes  indépen- 
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(lantes  de  m,  dont  la  valeur  doit  se  déterminer  par  la  considération  de 
quelques  cas  particuliers. 

Pour  cela,  on  fera  d'abord  m  =  o,  et  l'on  aura 

l  =:  l  -\-  boi  -h  .  .  .. 

donc  b  =  0.  On  fera  ensuite  m=^  i ,  et  l'on  aura 

i  +  w^i-h  rtoj  +  ...; 
donc  a  =  i. 

D'où  l'on  conclura  enfin 


\r  +  i)"'=:a:"'[i  -+- w 


Donc,  puisque 
co  étant  =  - ,  on  aura 

A{x  -h  i]'"  =  Aa:"'  +  A/« J7'« ^<  «■  +  ..., 

quel  que  soit  le  nombre  m,  de  sorte  que  la  fonction  dérivée  de  Ax'" 
sera  de  Amx"'~\  comme  nous  l'avons  trouvée  d'abord  pour  le  cas  de 
m  rationnel. 

La  démonstration  précédente  ne  laisse  rien  à  désirer  pour  la  rigueur 
et  la  généralité.  Elle  ne  dépend  que  des  fonctions  dérivées  de  la  forme 
la  plus  simple,  et  fournit,  dès  le  commencement,  un  exemple  remar- 
(juable  de  leur  usage  dans  l'Analyse. 

On  peut  donc  établir  pour  règle  générale  que  la  fonction  dérivée 
d' une  puissance  quelconque  d'une  imriable  est  égale  à  la  puissance  d'un 
degré  moindre  d'une  unité  de  la  même  variable,  multipliée  par  l'expo- 
sant de  la  puissance  donnée. 

De  là  et  de  la  loi  du  développement  des  fonctions  résulte  une  démons- 
tration aussi  simple  que  générale,  et  peut-être  la  seule  rigoureuse  qu'on 
ail  encore  donnée  de  la  formule  du  binôme  pour  un  exposant  quel- 
conque. 

En  effet,  puisqu'on  vient  de  trouver  que 
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donne 

on  aura  de  même,  en  prenant  la  fonction  dérivée  de  cette  dernière 

(juantité, 

F"{.v]  —  7n[m  —  ijAx'"-^ 

et,  par  la  même  raison,  on  aura,  en  prenant  de  nouveau  la  fonction 
dérivée, 

F"'(.r)  =  »i[m  —  i][m  —  2)  Aj;'"-», 

et  ainsi  de  suite. 

Donc,  puisqu'on  a  trouvé,  en  général, 


i-  ..„,    ,        i 


f[x+  i]  =f[x]  +  if'[œ]  +  -f"[x)  +  _/"'(^)  +.  .  . , 

on  aura,  pour  le  cas  de/(a?)--a;"',  la  série 

niim — i)  .,      niini — i](ni  —  2] 

Lr  +  i]"'  —  x"^+  nix"'-'  i -{ ^^ -x"'-^ i'^-', ^ '-^ -x'"^^û+.... 

^  '  2  2.6 

Si  l'on  divise  toute  l'équation  par.r'",  et  qu'on  y  mette  ensuite  i  à  la 
place  de  - >  on  aura 

^  '  2  2.3 

Cette  formule  résulte  de  la  précédente  en  y  faisant  a;  =  i  ;  mais  il 
n'aurait  pas  été  rigoureux  de  l'en  déduire  de  cette  manière,  puisqu'on 
a  déjà  remarqué  que  le  développement  de  la  fonction /(j:  +  i)  en  puis- 
sances entières  de  «peut  cesser  d'être  exact  dans  des  cas  particuliers 
de  la  valeur  de  jc. 

Si  maintenant  on  multiplie  l'équation  précédente  par  a'",  et  qu'on  y 
substitue  ensuite  Z>  à  la  place  de  ai,  on  aura 

, ,  ,        m  [m  —  I ) 

[a  +  b]'"—  a'«  M-  ma'""  '  b  -\ ^ a'"--  6'-  -f- .  .  .  , 

^  '  2 

quelques  valeurs  qu'on  attribue  aux  quantités  a,  b,  m. 

La  méthode,  que  nous  avons  employée  plus  haut  pour  trouver  direc- 
X.  4 
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temenl  la  fonction  primitive  d'une  quantité  constante,  peut  être  appli- 
quée à  d'autres  cas.  En  effet,  si  dans  la  formule  générale 

f[.r  +  /)  ^f[x)  +  if'[x]  4-^/"(^)  +.  .  . 
on  fait 

»  i  —  —x, 

la  fonction /(.r  + /)  deviendra  indépendante  de  ^,  et  sera  par  consé- 
quent égale  à  une  constante  h,  laquelle  sera  proprement  la  valeur  de 
f{oc)  lorsque  a7  =  o.  On  aura  donc  ainsi 

b^f{x)-xf'[.x]+-^f"{x)-..., 


d'où  l'on  tire 


f[œ]^b-^xf'[x]--^f"[x]-^.... 


Si  maintenant/'(^')  =  a,  on  aura 

/'»=o,     f"[œ)  =  o,      ...; 

donc 

f{x]  :=  b  -\-  ax. 

Si /'(a)  =  ajc,  on  aura 

/"{x]^a,    f"'{x]^o,    r^[x]=o,      ...; 


donc 


„     ,        ,  ax-        ,        ax- 

f(x]^^b~h  ax^ =  6h 

■^  ^     '  2  2 


^\/'{a;)  =  ax-,  on  aura 

/"[x)  =  2ax,    f"[x]=2a,    /"'[x]=o,    /^x]  =  o, 


donc 


.,    ,       ,  „       ax^        ,       ax^ 

/(x]=z  b-h  ax^—  ax^-i 5—  —  b -\ 5-: 

o  o 


et  ainsi  de  suite. 
En  général,  si/'(^)  =  ax",  on  aura,  en  prenant  les  fonctions  dérivées, 

/"[x]  =  naxt~^,    /"'{x)z=n{n  —  i]ax"-^,     ...; 
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donc,  substituant  ces  valeurs, 
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—   2 


,.,     ,        ,  ^    r  n        n[n  —  i  )        nia  —  i  )  [  /^  — 

L  2  2.3  ■2.6.i\ 

Or  on  a,  par  le  développement, 


I  — I  «^-1  =  1-    /i  +  i    +  ^  ' ^-^ '-  -h.  .  .  =  o; 

^2  2.3 


donc 


n+i 


Il        ni  n  —  I , 


2.3 


]- 


et,  par  conséquent. 


/^        nln  —  i  )         n  (n  — •  i  ]  (  /*  —  i 

1 -)_  — > L  —  — ; Lj 

2  2.3  2.3.4 


quel  que  soit  le  nombre  n;  donc  on  aura 


A^] 


ax" 


n  -\-  1 


h. 


En  effet,  la  fonction  dérivée  de  cette  quantité  sera,  par  la  règle  géné- 
rale, 

a[n  -\-  1 1  X" 


la  constante  h  ayant  zéro  pour  fonction  dérivée. 
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LEÇON  QUATRIÈME. 


FONCTIONS    DÉRIVÉES    DES    QUANTITÉS    EXPONENTIELLES    ET    LOGARITHMIQUES. 
DÉVELOPPEMENT  DE   CES    QUANTITÉS    EN    SÉRIES. 


La  fonction  x'",  dans  laquelle  x  est  la  variable  et  m  est  une  constante, 
conduit  naturellement  à  la  considération  de  la  fonction  a^,  dans  la- 
quelle la  variable  est  x,  et  où  a  est  une  constante.  Ces  sortes  de  (juan- 
tités  s'appellent  exponentielles,  parce  qu'elles  ne  varient  qu'à  raison  de 
l'exposant. 

Pour  trouver  la  fonction  dérivée  de  a^,  il  n'y  aura,  suivant  le  principe 
général,  qu'à  substituer  x-t-«  à  la  place  de  x,  et  développer  suivant  les 
puissances  de  i-,  le  coefficient  du  terme  affecté  de  /  sera  la  fonction 
cherchée. 

Cette  substitution  donne  la  fonction 


a-^^-^'rz;  a-: a' 


Supposons  a  =  I  -h  6,  on  aura 

ai—{i-\-hy, 

et,  par  la  formule  générale  démontrée  précédemment,  on  aura 

En  ordonnant  les  termes  de  cette  série  suivant  les  puissances  de  i, 
il  est  facile  de  voir  que  les  deux  premiers  termes  du  développement 
de  a'  seront 

62  b^  //• 

b  —  — 


DES  FONCTIONS.  29 

Soit,  pour  abréger, 

//■;        //'        lA  (a  — 1)2        [a  —  iY 

■i  ô  '\  26 

on  aura  donc  i  -r  ci  pour  les  deux  premiers  termes  du  développement 
de  a';  par  conséquent,  en  multipliant  par  «'",  on  aura  a" -{- ca'' i  pour 
les  deux  premiers  termes  du  développement  de  «'"^'.  Donc  ca"",  coeffi- 
cient de  i,  sera  la  fonction  dérivée  de  a"". 

Le  coefficient  c  dépend,  comme  l'on  voit,  de  la  quantité  a,  qui  est 
comme  la  base  de  l'exponentielle,  et  l'on  nomme  communément  ce 
coefficient  le  module. 

On  peut  ainsi  établir  cette  règle,  que  la/onction  dérivc'e  d'une  quan- 
tité exponentielle  est  égale  à  cette  exponentielle  multipliée  par  un  coeffi- 
cient constant  qui  dépend  de  la  base  de  l'exponentielle,  et  quon  nomme 
le  module. 

Puisque  la  dérivée  de  a^'  est  ca'' ,  la  dérivée  de  celle-ci  sera  c-a^\  et 
la  dérivée  de  cette  dernière  sera  de  même  c^ a"^ ,  et  ainsi  de  suite. 

Ainsi,  en  faisant/(\r)  =  rr'",  on  aura 

Donc,  substituant  ces  valeurs  dans  le  développement  àef[x  +  i),  on 

aura 

c-                 c^ 
a^-*-'  =  a''  +  ca^ i  -\ a'' i-  -\ a'^ i^  + .  .  .  , 

2  2.3 

et,  divisant  par  a^ , 

a'=.i-hci-{ 1 -H 

2  2. 6 

C'est  la  série  dont  nous  n'avions  trouvé  ci-dessus  que  les  deux  pre- 
miers termes.  Elle  peut  servir,  comme  l'on  voit,  à  réduire  toute  puis- 
sance en  une  série  ordonnée  suivant  les  puissances  de  son  exposant. 

On  peut  par  cette  série  déterminer  directement  la  valeur  de  a  en  c. 

En  faisant  i  =  I,  on  aura 

c-         c^ 
a  =  I  +  c  H 1 -i 

2  2.3 
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Et,  lorsque  c  —  \,  la  valeur  de  a  se  trouvera  exprimée  par  la  série 
très  simple 


I         I  I 

9  H 1 ^  + 


dont  la  valeur  est 

2,718281828459. ... 

C'est  le  nombre  qu'on  désigne  ordinairement  par  e,  et  qui  est  par 
conséquent  la  base  des  exponentielles  dont  le  module  est  l'unité. 

Ainsi,    en    faisant /(a?)  =  e-^,    on    aura    simplement  /'(.r)  =  e*", 
/"{ce)  =  e^\  . . .,  et  conséquemment 

e'  =  1  +  j  H 


Si,  dans  l'équation  trouvée  ci-dessus 


a'=  1  +  et  H 

2 


on  fait  i=  -,  on  aura 
c 


1 

fl!''  =  1  +  iH 1 ^  -\-.  ..  —  e. 

2        2.0 

Ainsi  l'on  a  entre  les  trois  constantes  a,  c  et  e  la  relation 

1 
a*"  =  e, 

d'où  l'on  tire 

Cette  équation  donne  aussi 

I 

-  =  c-, 

a 

d'où  l'on  voit  qu'en  prenant  c  négatif,  a  se  change  en  -;  ainsi ,  en  fai- 
sant ces  changements  dans  l'équation 

(a— 1)2        (a  — 1)3 
c  =  a  — I—  ^ — H- ^ r-, — -, 
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donnée  ci-dessus,  on  aura 


a 


Cette  série  est  plus  propre  que  la  précédente  à  donner  la  valeur  de  c-, 
lorsque  a  est  un  nombre  plus  grand  que  l'unité. 
En  faisant  «  =  i  o,  on  a 

(o,9]2        (0,9)3 
>    c  =  o,9+L-^  +  ^^H----; 

et  l'on  trouvera,  par  le  calcul, 

c  =  2 ,  3o258  50929  g4 


On  peut  exprimer  toute  quantité  variable  par  une  constante  élevée  \\ 
une  puissance  variable;  alors  l'exposant  de  cette  puissance  devient  une 
fonction  de  la  même  quantité,  et  cette  fonction  est,  dans  le  sens  le  plus 
général,  le  logarithme  de  la  quantité  proposée.  D'où  l'on  voit  que  les 
fonctions  logarithmiques  ne  sont  proprement  que  les  réciproques  des 
fonctions  exponentielles. 

Nous  dénotons,  en  général,  les  logarithmes  d'une  quantité  par  le 
mot  log,  mis  en  avant  de  cette  quantité  en  forme  de  caractéristique. 
Ainsi  logj?  exprimera  le  logarithme  ou  la  fonction  logarithmique  de  a-,  et 
cette  fonction  sera  donnée  par  l'équation  x  =  a'"s-^,  où  a,  base  de  l'expo- 
nentielle, sera  en  même  temps  la  base  du  système  logarithmique. 

Pour  trouver  maintenant  la  fonction  dérivée  de  logj?,  on  fera,  en 
général, 

/(.r)=log.r, 

ce  qui  donnera  a- =  a-f'''-^'\  et,  mettant  x-hÏA  la  place  de  ce,  on  aura 

équation  qui  doit  être  identique,  et  avoir  lieu  par  conséquent,  quelle 
(jue  soit  la  valeur  de  i.  Or,  par  le  développement,  on  a 

/[x-  +  0  =/(.r)  +  i/'[j,]  +  'l/"l^-)+...=J{.v)  +  c, 
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en  posant 

donc,  faisant  cette  substitution,  on  aura 

et,  divisant  par  x, 

i 

X 

Or,  par  la  formule  trouvée  ci-dessus,  on  a,  en  général, 

C2w2 

ayz=.\  -\-cfù^ 1 : 


donc  on  aura 


/  C2gj2 

I  H =  I  +  C  &)  H 

X  ■}. 


Donc,  remettant  pour  oj  sa  valeur,  et  ordonnant  les  termes  suivant 
les  puissances  de  /,  on  aura  cette  équation  identique 


et  la  comparaison  des  termes  donnera  d'abord 

d'où  l'on  tire 

La  comparaison  des  autres  termes  donnera  les  valeurs  de  /"(.r), 
f"[oc),  ...;  mais  il  est  plus  simple  de  les  déduire  successivement  de 
celle  de/'(.r). 

La  constante  c  dépend  de  la  base  a  du  système  logarithmique,  par 
les  mêmes  formules  que  nous  avons  trouvées  plus  haut:  relativement 
aux  logarithmes,  elle  s'appelle  le  module  du  système  logarithmique. 

De  là  résulte  cette  règle  générale,  que  la  fonction  dérivée  du  loga- 
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rithme  d'une  variable  est  égale  à  l'unité  divisée  par  cette  variable  multi- 
pliée par  le  module  du  système  logarithmique. 
Puisque 

/(d?)^log.r     donne     /'(^)  =  --— , 

en  prenant  successivement  les  fonctions  dérivées,  d'après  la  règle 
générale  des  puissances,  on  aura 

donc,  si  l'on  fait  ces  substitutions  dans  le  développement  de/{œ-hi), 

on  aura  la  série 

i  i-  i^ 

logx  H +  5 , 

ex        icx^        6cx^ 

pour  la  valeur  de  log(j:  +  ty. 

Ayant  ainsi  le  logarithme  d'un  nombre  quelconque  x,  on  peut  par 
cette  série  trouver  celui  d'un  autre  nombre  plus  grand  x  +  i,  et  la  série 
sera  d'autant  plus  convergente  que  la  différence  i  des  deux  nombres 
aura  un  moindre  rapport  au  nombre  x. 

Par  la  théorie  des  logarithmes,  on  a 

log(^  +  0  -  logx  =  log(^^^-^  W  logM  + -^  j  ; 
donc,  si  l'on  fait  dans  la  formule  précédente  -  =  y,  on  aura 


X 


I  /  r^        y 


formule  connue. 

Soit  r  +  j  =  s  ;  on  aura 

7  =  -  —  I  ; 
donc 


Cette  série  n'est  convergente  et  par  conséquent  ne  peut  servir  à 
^  X.  5 
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trouver  le  logarithme  d'un  nombre  donné  ;;,  que  lorsque  ce  nombre 
diffère  peu  de  l'unité;  mais  on  peut  la  rendre  convergente,  dans  tous 
les  cas,  par  la  substitution  de  V^  au  lieu  de  z  ;  car,  puisque  logVs  est 

égal  à  — T^j  on  aura,  en  multipliant  par  r, 


log 


.=^[(^^o-^((^^-ir+|('v/5-ir-...], 


où  l'on  peut  prendre  pour  /•  un  nombre  quelconque  positif  ou  négatif. 
Or,  quel  que  soit  le  nombre  s,  on  peut  toujours  en  extraire  la  racine 
d'un  degré  r,  tel  que  \/z  soit  un  nombre  aussi  peu  différent  de  l'unité 
qu'on  voudra;  ainsi  la  formule  précédente  donnera  toujours  la  valeur 
de  \ogz  avec  toute  l'exactitude  qu'on  pourra  désirer. 

Si  l'on  prend  r  négativement,  alors  \Jz  devient  p-^>  et  la  série  qui 
exprime  logz  devient,  en  changeant  les  signes, 

où  tous  les  termes  sont  positifs.  Ainsi  l'on  peut  avoir  à  volonté,  pour  la 
valeur  de  logz,  une  série  dont  tous  les  termes  soient  positifs,  ou  aller-- 
nativement  positifs  ou  négatifs.  Car  il  est  évident  que,  z  étant  un 
nombre  plus  grand  que  l'unité,  \/z  sera  plus  grand  que  l'unité,  et,  z 
étant  moindre  que  l'unité,  \/z  sera  aussi  moindre  que  l'unité;  mais  les 
différences  seront  d'autant  plus  petites,  que  l'exposant  r  de  la  racine 
sera  un  plus  grand  nombre;  donc  \/z  —  i  et  1—^7=  seront  positifs  dans 
le  premier  cas,  et  négatifs  dans  le  second. 

Si  a  est  la  base  des  logarithmes,  en  sorte  que  loga  =  i,  on  pourra, 
par  les  mêmes  formules,  déterminer  aussi  exactement  qu'on  voudra 
la  valeur  du  module  c;  car,  en  faisant  loga  =  1,  on  aura 

c=,-[((/^-i) -!(;/« -ir+i(vâ-ir-...], 

ou  bien 
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Il  est  clair  que  les  deux  séries  que  nous  venons  de  donner  pour 
l'expression  de  logs  seront  nécessairement  convergentes  aussitôt  qu'on 
aura  extrait  de  z  une  racine  r,  telle  que  ^z  —  i    soit    une   fraction 

moindre  que  l'unité;  car  alors  i  —  yj=  sera  une  fraction  plus  petite  en- 

\/z 

core,  puisque 


Ainsi,  puisque  dans  la  première  série  les  termes  sont  alternatifs,  le 
second  et  le  troisième,  le  quatrième  et  le  cinquième,  etc.,  formeront 
des  sommes  négatives;  de  sorte  que  la  première  série  donnera 


log-<^(\/-  -I 


Au  contraire,  la  seconde  série,  ayant  tous  ses  termes  positifs,  don- 
nera 

log.->i-(,-± 

Ainsi  l'on  a  tout  de  suite  deux  limites  pour  la  valeur  de  log^,  qu'on 
peut  resserrer  autant  que  l'on  veut,  en  prenant  r  toujours  plus  grand. 
On  aura,  par  la  même  raison,  si  \ja  ■<  2, 


<.(r«-,)>.(.-^). 


Puisqu'on  a 


il  est  visible  que  la  différence  entre  les  deux  limites  de  logz  ser; 


^(^=-M-à" 


ainsi,  en  prenant  l'une  ou  l'autre  des  deux  expressions  précédentes  de 
logz,  on  est  assuré  que  l'erreur  en  excès  ou  en  défaut  est  nécessaire- 
ment moindre  que  cette  même  quantité. 
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Ainsi  l'on  sera  sûr  d'avoir,  par  ces  expressions,  les  logarithmes  exacts 
jusqu'à  s  chiffres,  en  prenant  la  racine  v^,  de  telle  manière  qu'il  y 
ait  après  la  virgule  s  zéros  avant  les  chiffres  significatifs. 

En  général,  puisque  l'erreur  va  en  diminuant  à  mesure  que  l'on 
prend  l'exposant  /•  de  la  racine  plus  grand,  on  peut  dire  qu'elle  de- 
viendra nulle  ou  comme  nulle,  si  l'on  prend  r  infiniment  grand;  de 
sorte  qu'on  pourra  regarder  alors  l'une  et  l'autre  des  deux  formules 

comme  l'expression  exacte  de  log-. 

On  peut  conclure  de  là  que  les  logarithmes  rentrent  dans  la  classe 
des  puissances,  et  forment  le  premier  terme  de  la  série  des  puissances 
dont  les  exposants  croissent  ou  décroissent  depuis  zéro,  ou  le  dernier 
terme  des  racines  dont  les  degrés  vont  en  augmentant  à  l'infini. 

C'est  aussi  sous  ce  rapport  qu'on  peut  dire  qu'à  un  nombre  donné 
répond  toujours  une  infinité  de  logarithmes,  puisque  sa  racine  infini- 
tième  a  nécessairement  une  infinité  de  valeurs  diflerentcs. 

La  meilleure  manière  d'employer  la  formule  précédente  est  de 
prendre  pour  r  une  puissance  de  2,  puisqu'on  n'aura  alors  que  des 
extractions  de  racines  carrées  à  faire.  C'est  ainsi  que  Briggs  a  calculé 
les  premiers  logarithmes  :  il  avait  remarqué  qu'en  faisant  des  extrac- 
tions successives  de  racines  carrées  d'un  nombre  quelconque,  si  l'on 
s'arrête  dans  une  de  ces  extractions  à  deux  fois  autant  de  décimales 
qu'il  y  aura  de  zéros  à  la  suite  de  l'unité,  lorsqu'il  n'y  a  plus  que  l'unité 
avant  la  virgule,  la  partie  décimale  de  cette  racine  se  trouve  exactement 
la  moitié  de  la  racine  précédente,  en  sorte  que  ces  parties  décimales 
ont  entre  elles  le  même  rapport  que  les  logarithmes  des  racines  mêmes; 
c'est  ce  qui  résulte  évidemment  de  la  formule  précédente. 

Ainsi,  en  prenant  r=  2"",  on  trouve,  pour  a  =  10, 

V' «;=  1 ,  00000  00000  00000  ooigc)  7174^  08125  5o527  o325i    ..., 
-=:  0,00000  00000  00000  00086  78617  37988  4o354; 
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(le  sorte  que  l'on  aura 

I         r         I  86  78617  87088  /40354   ...  ,„.        .  ,^ 

-  — —  ^ -f — ^,-'  ^  ^  „ =o,434?.9  44819  ■  •  •  ■ 

c        V  \l~a  —  \        199  71742  08125  50827  ...    '  t  -1  .^  ^  » 

C'est  de  ce  nombre  qu'on  a  tiré  celui  qu'on  a  donné  ci-dessus  pour  la 
valeur  de  c. 

Si  maintenant  on  veut  avoir,  par  exemple,  le  logarithme  de  3,  on  fera 
;  =  3,  et,  employant  de  même  Go  extractions  de  racines  carrées,  on 
trouvera  les  nombres  suivants  : 

(^5  =  1,00000  00000  00000  00095  28942  64074  58982  ..., 

et  de  là 

v'^  —  I       95  28942  64074  58082  ...  ,  ^,        „„ 

'°g^  =  yS37  =  .99  7. 74.  08. .5  5o5,-  . . .  - ° ■  ^-7 ' '  '-^-  '^««^       ■■ 

Cette  méthode  est,  comme  l'on  voit,  très  laborieuse  par  le  grand 
nombre  d'extractions  de  racines  qu'elle  demande  pour  avoir  un  résultat 
en  plusieurs  décimales;  mais  les  séries  que  nous  avons  données  ci- 
dessus  servent  à  la  simplifier  et  à  la  compléter;  car,  quel  que  soit  le 
nombre  z,  il  suffira  d'en  extraire  quelques  racines  carrées,  jusqu'à  ce 
qu'on  parvienne  à  un  nombre  V^  qui  n'ait  que  l'unité  avant  la  virgule; 
alors  les  puissances  de  y/s  —  i  seront  des  fractions  d'autant  plus  pe- 
tites qu'elles  seront  plus  hautes;  par  conséquent  il  suffira  toujours  de 
prendre  un  certain  nombre  de  termes  de  la  série  pour  avoir  les  loga- 
rithmes exacts  jusqu'à  tel  ordre  de  décimales  qu'on  voudra. 

Les  logarithmes  qui  ont  l'unité  pour  module  sont  ceux  qui  se 
nomment  logarilhmes  naturels  ou  hyperboliques,  parce  qu'ils  repré- 
sentent l'aire  de  l'hyperbole  équilatère,  rapportée  aux  abscisses  prises 
sur  l'une  des  asymptotes,  et  que  Neper  a  le  premier  calculés.  Leur 
base  est  le  nombre  e,  et,  pour  les  distinguer  des  autres,  nous  les  déno- 
terons simplement  par  la  caractéristique  /. 

Ainsi    Ix   aura  pour  fonction  dérivée  -5   et  la  formule   générale 
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.X  =z  cù''^^  deviendra  pour  ces  logarithmes  x  =  e'-"';  de  sorte  qu'on  aura 
en  général  0^°^^^  =  e'^;  et,  comme  on  a  trouvé  plus  haut  a  =  e'',  on  aura 
gtiog^_gte  gj-^  p^p  conséquent,  Ix  =  c\ogœ.  D'où  l'on  voit  que  les 
logarithmes  d'un  même  nomhre,  dans  différents  systèmes,  sont  en  raison 
inverse  de  leurs  modules. 

Au  reste,  l'équation  0  =  0"  donne  c  =  /a;  d'où  il  suit  que  le  mo- 
dule c  du  système  logarithmique  dont  la  hase  est  a  n'est  autre  chose 
que  le  logarithme  naturel  de  la  même  hase.  Ainsi  l'on  pourra  par  la 
suite  substituer  l'expression  la  à  la  plgce  de  c,  dans  les  fonctions  dé- 
rivées de  a^  et  de  \ogx. 

De  cette  manière,  on  aura  a^'la  pour  la  dérivée  de  a^\  et  -^  pour 

la  dérivée  de  \ogx. 

Dans  le  système  des  logarithmes  des  Tables  usuelles,  la  base  a  est 
supposée  égale  à  10;  ainsi  le  module  de  ce  système  sera  /lo,  dont  la 
valeur  est  2,30258009299/1 

Avant  de  terminer  cette  Leçon,  je  ne  puis  m'empêcher  d'indiquer  un 
usage  de  la  formule 


1  +  i 


pour  trouver  le  développement  d'une   puissance   quelconque  d'une 
quantité  composée  d'autant  de  termes  que  l'on  voudra. 

En  effet,  si  à  la  place  de  i on  met  i{p  +  ^  -+-/•+  ... ),  on  aura 


Ainsi  le  terme  multiplié  par  i"'  sera 


(/>  + y +  /•  +  ■■ 
i  .2.3.  .  .m 
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d'un  autre  côté,  on  a 

e^(/>•t-y^-^...)^=:  e//>e<? (?''■..  . 

\  '  2  2.3 

/         .         i'-q-        i^q^ 

X     I  +  «7  H —  -\ ~  -+-  ■ 

«2  /-S  i^  ,-3 

2  2.3 


X 


Donc  le  coefficient  de  i"\  dans  le  développement  de  ces  diiïerents 
produits,  multiplié  par  1.2. 3...///,  sera  la  valeur  de  (/>  +  ^ -f-r-h...)"'. 

Or  il  est  visible  que  ce  coefficient  se  trouvera  composé  d'autant  de 
termes  de  la  forme 

p'^qV-r'^.  .  . 

I.2.3...>.  XI.2.3...jU.  X1.2.3...VX... 

qu'on  peut  donner  de  valeurs  différentes  à  "k,  [x,  v,  . .  .,  de  sorte  que 
l'on  ait 

À  -I-  p.  -h  V  -1-  ...:=/» , 

en  prenant  pour  1,  [j.,  v,  . . .  des  nombres  entiers  positifs. 

Ainsi  la  puissance  {p -h  q -^  r  +  . . .)'"  sera  composée  d'autant  de 
termes  de  la  forme 

1 .2  .3.4-  •  .m.p^qV-r'' . 


1.2.3...AXl.2.3.../7.  XI.2.3...VX...' 

ce  qui  s'accorde  avec  ce  que  donne  la  tbéorie  des  combinaisons. 
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LEÇON  CINQUIEME. 


FONCTIONS   DERIVEES   DES   SINUS   ET   COSINUS   D  ANGLES,    ET    DES   ANGLES   EXPRIMES 
PAU  LES  SINUS  ET   COSINUS.   DÉVELOPPEMENT  DE  CES  QUANTITÉS  EN  SÉRIES. 


Les  angles  n'entrent  clans  l'Analyse  que  par  le  moyen  de  leurs  sinus 
et  cosinus,  qu'on  dénote  par  les  mots  sin  et  cos,  placés  comme  caracté- 
ristiques avant  les  angles.  On  a  ainsi  les  fonctions  angulaires  sin^  et 
cosoc,  dont  la  propriété  générale,  tirée  de  la  nature  du  cercle,  est  qu'en 
prenant  deux  angles  quelconques  a-  et  y,  on  a 

sin  (.r  -H  j)  =:  s'ma:  cos  >'  h-  cos.r  sin  r, 
cos(  ^  4- j)  :=  cosxcos  y  —  sin.r  sin  >'. 

Cela  posé,  pour  avoir  les  fonctions  dérivées  de  sina;  et  cosa;,  il  n'y 
aura  qu'à  mettre  œ  -{-  ilx  la  place  de  ^,  et  développer  ensuite  les  fonc- 
tions 

sin(^  +  /)     et     cos  (.r -Ht) 

suivant  les  puissances  de  i;  les  coefficients  de  i  dans  ces  développe- 
ments seront  les  dérivées  cherchées.  Or,  par  les  formules  précédentes, 

on  a 

sin  (^  +  /)  =;  sin^  cosj  +  cos^sin/, 

cos(  j;  +  i)  =  cos.r  cosi  —  sino--  sin<. 

Ainsi  tout  se  réduit  à  développer  en  séries  les  quantités  sin/ et  cosi. 
J'observe  d'abord  que,  quelle  que  puisse  être  la  série  du  développe- 
ment de  sin/,  elle  ne  saurait  être  que  de  la  forme 

A  i'"  4-  B  /"  4-  .  .  . , 

m,  n,  ...  étant  des  nombres  positifs  et  qui  vont  en  augmentant;  car  le 
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sinus  devant  être  nul  lorsque  l'angle  est  nul,  il  est  évident  que  son 
expression  en  série  par  les  puissances  de  l'angle  ne  peut  contenir  au- 
cune puissance  négative. 

J'observe  ensuite  que,  par  les  formules  générales,  en  faisant  x  et  j 
égaux  à  i,  on  a 


sin  2j  =  2  sinf'cosi  ^  2  siiif  ^/^  —  sin^/; 
donc,  s'mi  étant  =  Ai"'  -+-  Bi"  -h  . . . ,  on  aura 

sin  2  «  =  2"' Ai'"  4-  2"  B  i«  + . . . . 
D'un  autre  côté,  on  a 

sin2  i  =  A2  /2/«  4_  2  AB  i"'^"  + . . . , 
et 

y/i  — sin2«  =  (  I  —  sin2  i)-  —  i  —  i  A'-*  i"-"'  —  AB  «'«+«  — ...  ; 

donc  on  aura 


2  sin«Vi  —  sin2f  =  2A«'«  +  2Bf«  +  . . .  —  k"^ V^m  — . . .; 
cette  série  devant  être  identique  avec  la  suivante, 

2'»A«'»+  2«B<«  +  .  . ., 

qui  exprime  la  valeur  de  sin  2?,  la  comparaison  des  premiers  termes 
qui  renferment  la  même  puissance  i'"  donnera 

2A=  2'«A; 
donc  m=  i. 

Ainsi  on  est  assuré  que  le  premier  terme  de  la  série  de  sin«  est  Ai; 
par  conséquent,  les  deux  premiers  termes  de  la  série  de  cost  seront 

A-  i-        • 
I ;  faisant  ces  substitutions  dans   les  expressions  ci-dessus  de 

sin(a;  +  i)  et  cos(^-f-i),  et  n'ayant  égard  qu'à  la  première  puissance 

de  i,  ^n  aura 

sin(j?  -I-  i)  =  sin,z;  +  <Acos^  +  . . . , 

cos(cr  +  i]  =  cos^  —  lA  sina:  +  . .  .; 
X.  6 
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donc  la  fonction  dérivée  de  sina;  sera  A  cosa:-,  et  la  fonction  dérivée  de 
cosiT  sera  — Asina;. 

Le  coefficient  A  est  une  constante  encore  inconnue,  mais  que  nous 
déterminerons  ci-après  par  la  nature  du  cercle. 

Connaissant  ces  premières  fonctions  dérivées,  on  pourra  de  la  même 
manière  trouver  toutes  les  suivantes.  Ainsi,  la  première  dérivée  de  sina^ 
étantAcosa;,  la  dérivée  de  celle-ci  sera  —  A- sina?,  et  la  troisième 
dérivée  sera  —  A^  cosa?,  et  ainsi  de  suite. 

Donc,  en  général,  si/(a;)  =  sin,r,  on  aura 

/'{x]=Acosjc,    /"{x]——iV-&mx,    /"( j?)  =  — AScosj:,     ...: 

et,  faisant  ces  substitutions  dans  la  série  du  développement  de 
/{x  -h  i),  on  aura 

.,        .  .  .  A2;'-'    .  A^/s  A'^i^     . 

^  '  2  2.3  2.3.4 

On  aura  de  même 

f{x)=^cosjr,  f'[x]-= — Asinj?,  /"(  j;)  =— A^  cosx,  /"(.r)  =A3sina-,  ...; 
et  ces  substitutions  donneront 

...  A2«2  A3f3      .  AH^ 

cos  J7  -i-  t   =r  co?,x  —  A^  sin.r cosjr  H sin.r  h ^r-—j  cosx  —  .... 

2  2  2.3.4 

Faisons  pour  abréger 

A»  i^  A5  fS 


V=Ai 


2.3        2.3.4-5 

A2/2  An"^  A6j6 


on  aura 


2         2.3.4      2.3.4.5.6 

sin(x  H-  i)  =  Q  sino^  h-  P  cos.r, 
cos(j?  +  i)  =  Qcoso;  — P  sin.r, 

d'où  l'on  tire,  par  les  théorèmes  connus, 

siiu'=P    et    cos«^Q. 
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Ainsi  on  aura,  quel  que  soit  l'angle  i,  les  séries 

2.3        2.3.4-5 
,-2^2        f'-A^  j«A« 


COS  l^l 


2.3.4       2.3.4-5.6 


Il  semble  qu'on  aurait  pu  déduire  immédiatement  ces  séries  de  celles 
qu'on  a  trouvées  ci-dessus  pour  sin(a;  +  /)  et  q,o?>[x -\-i),  en  y  faisant 
j:'  =  o;  mais  nous  avons  voulu  éviter  ici,  comme  nous  l'avons  déjà  t'ait 
plus  haut,  les  difficultés  qui  pourraient  naître  de  ce  que  le  développe- 
ment de /(a;  + /)  n'est  généralement  vrai  que  tant  qu'on  ne  donne  pas 
à  X  des  valeurs  particulières. 

Maintenant  il  est  visible  que  ces  séries  sont  nécessairement  conver- 
gentes, en  prenant  l'angle  i  tel  que  ki  soit  égal  ou  moindre  que  l'unité, 
et  il  est  visible  en  même  temps  qu'on  aura  alors 

sini<Af     et     >A« 5-: 

2.3 

car  les  termes  ayant  les  signes  alternatifs,  et  allant  en  diminuant,  les 
sommes  du  second  et  du  troisième,  du  quatrième  et  du  cinquième,  etc. , 
seront  toutes  négatives;  et  au  contraire  les  sommes  du  troisième  et  du 
quatrième,  du  cinquième  et  du  sixième,  etc.,  seront  toutes  positives. 
D'un  autre  côté,  il  est  démontré  rigoureusement  par  les  théorèmes 
d'Archimède  que  le  sinus  est  toujours  moindre  que  l'arc,  et  que  la 
tangente  est  plus  grande  que  l'arc,  du  moins  dans  le  premier  quart  de 
cercle;  ainsi  on  aura 


.     .       .            sini 
smj  <  i    et     .  >  Il 

COSi 


mais 


donc 


SlHi 


y/i  —  sin^i 


COS  i  =  y'i  —  s  in-/, 


1  >  i,     sin2  /  >  j2  (  I  _  sin2  i) , 
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d'où  l'on  tire 


sin  i  > 


\/i  +  t-' 
ainsi  l'on  aura,  par  la  nature  du  cercle, 


i 
sint  <.i     et     > 


Si  donc  on  prend  l'angle  i  moindre  qu'un  droit  et  assez  petit  pour 
que  ki  soit  moindre  que  l'unité,  on  aura  nécessairement 


.    .      .  .  i 

sini<A/     et     > 


\li  -hi- 


par  conséquent. 


Ai>    ,  et    A  > 


v/i  + 1-  v^i  +  i^ 

....         A^i 
2°  smi>Ai —     et     <  ?, 

par  conséquent, 

A  i TT  <  i,     et     A 77-  <  I ,     ou     A  <  I  H TT  • 

2.3  2.6  2.6 

Comme  ces  conditions  doivent  avoir  lieu,  quelque  petit  que  soit  i,  il 
résulte  de  la  première  que  A  ne  peut  pas  être  moindre  que  i  ;  car,  si 

A  <!  I ,  on  aura  ^  >>  i  ;  or  la  condition 


A  >  "  donne    -r  <  v/  >  +  '^  » 

donc,  quelque  peu  que  -r  surpassât  l'unité,  il  serait  toujours  possible 
de  prendre  i  tel  que 

v/i  +  f 2     fût     <  4:  ' 
A 

tandis  que  cette  quantité  doit  toujours  être  >  -j- 

Il  résulte  ensuite  de  la  seconde  condition  que  A  ne  peut  pas  être 
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plus  grand  que  l'unité;  car,  quelque  peu  que  A  surpassât  l'unité,  il 
serait  toujours  possible  de  prendre  i  assez  petit  pour  que  l'on  eut 

tandis  qu'on  doit  avoir  toujours 

A»  /2 
I  H 5-  >A. 

2.3 

Donc,  puisque  lavaleur  de  A  ne  peut  être  ni  moindre  ni  plus  grande 
que  l'unité,  il  s'ensuit  qu'on  aura  nécessairement  A  =  i . 

Donc  la  fonction  dérivée  de  ^'\nx  est  simplement  cos^,  et  la  fonction 
déiivée  de  coso;  est  —  ûr\x,  x  désignant  un  angle  quelconque,  c'est- 
à-dire  un  arc  dans  le  cercle  dont  le  rayon  est  l'unité. 

Ainsi  l'on  aura  en  général,  pour  un  angle  quelconque  i, 

sini=  i  — 

^°^^='-ï  +  2.3.4       2.3.4.5.6    '  •■•' 

formules  connues,  et  dont  la  découverte  est  due  à  Newton. 

Nous  venons  de  considérer  les  sinus  et  les  cosinus  comme  fonctions 
des  angles.  On  peut  réciproquement  considérer  les  angles  comme  fonc- 
tions de  leurs  sinus  ou  cosinus,  et  en  cherchant  les  fonctions  dérivées. 
On  désigne  communément  cette  fonction  par  les  mots  angle  sin  ou  angle 
cos,  placés  avant  le  sinus  ou  le  cosinus,  comme  caractéristiques. 

Soit 

/(.r)  z=  angle  sin j:-,     on  aura     sin/(.r)  =  j?; 

mettant  x  -{-i  pour  x,  et  supposant 

on  aura 

sin  [/( x)  -{-  m'\  -^  X  -\-  i ^1  sin/( x ]  cos w  +  cos/( .« )  sin w ; 
or 


p 

p- 

2.3.4.5     ■■ 

sin/(^)=:^,     cos/(a:')  =  y/i  —  sin'''/(.r)  =  ^1 — x"-: 
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de  plus 

sinw  — w ^+..-,     et     cosa)  =  i h.-., 

2.6  2 

par  les  foimules  trouvées  plus  haut;  donc,  taisant  ces  substitutions  et 
restituant  la  valeur  de  lo,  on  aura,  en  ordonnant  les  termes  par  rap- 
port à  /,  l'équation  identique 

laquelle  donne,  par  la  comparaison  des  premiers  termes  affectés  de  i, 


I  =11^1  —  a--f'{x),    d'où  résulte   /'[x] 


Jî  —  x^ 


La  comparaison  des  autres  termes  donnera  les  valeurs  de /"(^■), 
f"\x),  ...;  mais  il  est  plus  simple  de  les  déduire  immédiatement  de 
celle  de/'(^). 

Soit  maintenant 

/(jj]  =  angle  cosx,     on  aura     ^=cos/(^); 

mettant  x-\-i  pour  x,  et/{x)  h-o^  pour/(^),  on  aura 

x  -+-  i=z  cos[/(  j:)  +  w]  =  cos/(j:')  cosw  —  sin/(^')  sinw; 
or 


cos/(^)  =  ^     et    sin/(^)  :=:  ^i  —  tos'^f[œ)=z\/i  —  x^; 

faisant  ces  substitutions,  et  mettant  pour  sinco  et  cosoi  leurs  valeurs  en 

séries,  oji +  .  .  .  et  i 1- . . .,  on  aura,  après  avoir  restitue  la 

valeur  de  co  et  ordonné  les  termes  suivant  les  puissances  de  i,  cette 
équation  identique 

et  la  comparaison  des  deux  premiers  termes  affectés  de  i  donnera 
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d'où  résulte 

Donc,  puisque  x  étant  le  sinus  d'un  angle,  \J i  —x"^  en  est  le  cosinus 
et  X  étant  le  cosinus,  \j \  —x'''  en  est  le  sinus,  il  résulte  de  ce  que  nous 
venons  de  trouver  que  la  fonction  dérivée  d'un  angle,  exprimé  par  son 
sinus,  est  égale  à  V unité  divisée  par  le  cosinus,  et  que  la  fonction  dérivée 
d'un  angle,  exprimé  par  son  cosinus,  est  égale  à  l'unité  divisée  par  lé 
sinus,  et  prise  avec  le  signe  — . 
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LEÇON  SIXIÈME. 


FONCTIONS     DÉRIVÉES     DES     QUANTITÉS    DE     DIFFÉRENTES    FONCTIONS    D  UNE    MÊME 
VARIABLE,  OU  DÉPENDANTES  DE  CES  FONCTIONS  PAR  DES  ÉQUATIONS  DONNÉES. 


Les  fonctions  que  nous  venons  de  considérer  dans  les  trois  dernières 
Leçons  sont  comme  les  éléments  dont  se  composent  toutes  les  fonc- 
tions qu'on  peut  former  par  des  opérations  algébriques;  c'est  pourquoi 
nous  avons  cru  devoir  commencer  par  chercher  les  fonctions  dérivées 
de  ces  fonctions  simples;  et  nous  allons  voir  maintenant  comment  on 
peut  trouver  les  fonctions  dérivées  des  fonctions  composées  de  celles-ci 
d'une  manière  quelconque. 

Nous  supposerons  en  général  que  p,  q,  r,  ...  soient  des  fonctions 
quelconques  d'une  même  variable,  dont  les  fonctions  dérivées/?',  y', 
/,  ...  soient  connues,  et  que  y  soit  une  fonction  composée  de  p,  q, 
r,  . . .,  dont  on  demande  la  fonction  dérivée  y. 

On  considérera  que,  x  devenant  x-^  i,y  deviendra  en  général 

or  p,  q,  r,  ...  deviennent  en  même  temps 

p  -h  ip'-^...,     q -\-  iq'  -\- . . . ,      /•  4-  ,>'  +  ...  ; 

il  n'y  aura  donc  qu'à  substituer  ces  valeurs  dans  l'expression  dej,  déve- 
lopper les  termes  suivant  les  puissances  de  i,  et  le  coefficient  de  i  sera 
la  valeur  cherchée  de  j'. 

Ainsi,  si 

j=:A/J4-B(7  +  Cr4-..., 
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A,  B,  C,  . . .  étant  des  coefficients  quelconques,  on  aura  sui'-le-cliamp 

y  =  A/>'+B7'  +  C/-'  +  .... 
Si  r  =  kpq,  la  quantité/?^  deviendra 

[p-\-ip'  +  ...)[q-\-iq'  +  ...)  —pq  ^i[qp'+pq')-^...; 

donc 

y=k(qp'+pq'). 

Si  j  =  Apqr,  on  trouvera  de  la  même  manière 

y  =  A  (  qrp'  4-  prq'  -+-  pqr'  ] . 

Si  j  =  A— j  la  quantité—  deviendra 

/)  +  jjo'  4- .  .  . 


q  +  iq' 


Développant  le  dénominateur  en  série,  suivant  les  règles  connues,  on 
aura 


[p  +  ip'  +  ...]i -  —  %+..  \  =  E.-^i (îL  -ES^^ 

'\q         q'-  J         q  \q  q^~ 


donc 


/  =  A^-^-^^A 


_x   p     py  \_A  (pq-pq 


q  q-^  J  \  q-^ 

Soit  j=r  A/)"'^",  la  quantité/)"'^"  deviendra 

[P  +  «>'  +  ...)'"  i*?  +  '■q'  -f- .  .  .  )"  —  [P"'  +  mipm-\p'  -J- .  .  .  )  (^«  -i-  niqn-Uf  +  .  .  .  ) 

=  /»'«  q"  +  i[  mp"'-*  q"p'  +  nq"-*p"'  q']-\-.  .  .  ; 

donc 

y' z=i  k[mqn pm- \ p' ^  ,ipmqn-\  q'Y 

On  trouvera  de  la  même  manière  que,  û y  =  kp"'^ q" r' ,  on  aura 

y=.k{niq"r'p"'-*p'  -h  np"^  H  q»' Wj'  -\-  Ip^g"  r^-f  r'), 

et  ainsi  de  suite. 

Soit  en  général  y  =/(/?);  en  regardant /(/?)  comme  une  fonction 
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de  p,  ses  fonctions  dérivées  seront/'(/?),  f"{p),  •  •  •  ;  en  sorte  que,  /j  de- 
venant/>  +  oj,/(jD)  deviendra 

f{p)  +  -^f'[p)  +  '^f"[p)  +  ---' 

Or,  /;  étant  une  fonction  de  x,  lorsque  x  devient  x  -v  i,  p  devient 

p  +  ¥+-p"^---- 

Donc,  faisant  Mz^ip'-\ p"-\-...,  la  fonction  /(/>)  deviendra,  par  la 

substitution  de  x-h-  i  à  la  place  de  x, 

Ap)  +  'p'/'ip)  +  ^  [p''/"{p]  +p"/'{p]]  +■■■■ 

Ainsi  l'on  aura  d'abord /'  =  ///'(/)),  d'où  résulte  ce  principe  :  que  la 
/onction  dérivée  d'une  fonction,  qui  est  elle-même  une  fonction  de  x,  est 
égale  au  produit  des  fonctions  dérivées  de  ces  deux  fonctions . 

Ce  principe  sert  à  généraliser  les  résultats  précédents,  relativement 
aux  fonctions  dérivées  des  puissances  des  exponentielles  des  loga- 
rithmes et  des  sinus  et  cosinus. 

Ainsi  : 

si  j  =  [}'".  on  aura y'  =^  mp'"-^ p'; 

si  /  :=  aP,  on  aura j'  =  aP p'ia  ; 

,  ^      p' 

SI /  =  logp,  on  aura j  =r  i-; 

si  j  —  sinp,  on  aura y'^=^  p'  cos/?  ; 

si/:r=cos/>,  on  aura y'-—  —  p's'mp; 

p'      . 


SI  /  ^=  angle  siny^,  on  aura  . . .     / 


n' 

si  /  =  angle  cos/j,  on  aura ...     y- 


v/i  -p'- 


Supposons  ensuite  que  y  soit  une  fonction  de  p  et  q,  que  nous  dési- 
gnerons par /(/?,  q);  il  s'agira  de  substituer  x-^i  à  la  place  de  x  dans 
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les  deux  fonctions/?  eiq,  et  de  trouver  ensuite  le  coefïicient  de  i  dans 
le  développement  de  la  fonction  composée /(/),  y).  Or  il  est  visible 
qu'on  aura  le  même  résultat,  soit  qu'on  fasse  ces  deux  substitutions  à 
la  fois,  soit  qu'on  les  fasse  l'une  après  l'autre,  puisque  les  quantités /> 
et  <7  sont  regardées  dans  ces  substitutions  comme  indépendantes. 

En  substituant  d'abord  .r  +  ï  à  la  place  de  x  dans  la  fonction/;,  la 
fonction /(/?, (jr),  regardée  seulement  comme  fonction  de/?,  deviendra, 
par  ce  que  nous  venons  de  trouver. 

J'écris  simplement/'(/j)  pour  désigner  la  fonction  dérivée  àe  /{p,g) 
relativement  à  p  seul,  q  étant  regardée  comme  constante. 

Substituons  ensuite  ce  +  i  au  lieu  de  a;  dans  la  fonction  q,  la  fonction 
/{p,  q)  deviendra  pareillement 

f[p,q)-\-iq' /'[(]]+■■■, 

oùf'{q)  représente  la  fonction  prime  de  /{p,  q)  prise  relativement  à 
q  seul,/?  étant  regardée  comme  constante. 

Quant  au  terme  ip'/'ip),  il  est  visible  qu'étant  déjà  multiplié  pai'  / 
il  se  trouverait  par  cette  nouvelle  substitution  augmenté  de  termes 
multipliés  par  r ,  i^, 

Ainsi  les  deux  premiers  termes  de  la  série  provenant  du  développe- 
ment de/{p,  q),  après  la  substitution  de  r  +  i  pour  x  dans  p  et  q,  se- 
ront simplement 

.  Ap,q)  +  ip'f'[p)  +  i</'f'[q]\ 

de  sorte  qu'on  aura 

y=p'f[p)+ç'/'[q)=/'{p,Q). 

Si  j  était  une  fonction  de  p,  q,  r,  représentée  par/(/?,  q,  r),  on  trou- 
verait de  la  même  manière 

y  =  P'/'{P)  +  q'/'[q)  +  r'f[r)=np,  q,  r), 
et  ainsi  de  suite. 
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D'où  l'on  peut  tirer  cette  conclusion  générale,  que  la  fonction  dérivée 
d'une  fonction  composée  de  différentes  fonctions  particulières  sera  la 
somme  des  fonctions  dérivées  relatives  à  chacune  de  ces  mêmes  fonctions 
considérées  séparément  et  indépendamment  de  l'autre. 

Ce  principe,  combiné  avec  le  précédent,  suffit  pour  trouver  les  pre- 
mières fonctions  dérivées  de  toutes  sortes  de  fonctions,  ainsi  que  les 
fonctions  dérivées  des  ordres  supérieurs. 

Ainsi  la  fonction  dérivée  depq  étant  gp'  relativement  hp,  etpq'  rela- 
tivement à  g,  la  fonction  dérivée  totale  sera  qp'-+-pq',  comme  nous 
l'avons  trouvé  ci-dessus. 

De  même,  en  regardant  maintenant  p'  et  q'  comme  de  nouvelles 
fonctions,  dont/?"  et  g"  sont  les  fonctions  dérivées,  la  fonction  dérivée 
de  gp'  sera  g'p'  -hgp",  et  la  fonction  dérivée  de  pg'  sera  p'g'+pg";  de 
sorte  que  la  seconde  fonction  dérivée  de  pg  sera  gp"  -\-  2p' g'  -\- pg"  ;  et 
ainsi  de  suite. 

Par  les  mêmes  principes,  on  a 

pour  la  fonction  dérivée  de  p^'^g",  le  premier  terme  étant  la  fonction 
dérivée  relative  à  p,  et  le  second  étant  la  fonction  dérivée  relative  à  g', 
et  ainsi  du  reste. 

Si/>=  ûnx  et  ^=:cosir,  ona/)'  =  co^xeig' ^=  —ûncc,  donc,  lorsque 

y=  sin^a;  cos"J7, 

on  aura 

j/'z^  m  sin"'''  œ  cos''^"'  x  —  n  cos"~'  œ  sin'"-^'  x. 

Ainsi,  comme  la  tangente  d'un  angle  est  égale  au  sinus  divisé  par  le 
cosinus,  en  la  dénotant  par  le  mot  tang  placé  avant  l'angle  comme 
caractéristique,  et  faisant 

sin^ 
Y  =  lang^  = > 

on  aura 


cos^iX'       cos^o; 
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Et  en  général,  si 7=  tang/>,  on  trouvera 

P' 


y 


cos'^p 


Mais  la  fonction 7  pourrait  n'être  donnée  que  par  une  équation  entre 
x  et  j.  Représentons  en  général  cette  équation  par 

il  est  clair  que,  si  l'on  regarde 7  comme  une  fonction  de  x  déterminée 
par  cette  équation,  et  qu'on  imagine  cette  fonction  substituée  au  lieu 
de  y  dans  F(j,  x),  il  en  résultera  une  fonction  de  x  qui  sera  identique- 
ment nulle,  quelle  que  soit  la  valeur  de  x,  et  par  conséquent  aussi  en 
mettant  x-hikla  place  de  x,  quelle  que  soit  la  valeur  de  i. 

Dénotons  cette  fonction  par  2,  et  comme  x,  devenant  x  +  i,  z  devient 

z  -h  iz' -] —  s' -h  . . .,  on  aura,  quelle  que  soit  la  valeur  de  i,  l'équation 


2 


d'où  l'on  tire  les  équations 


:0,       -'=0,       ^"=0, 


Maintenant,  z  étant  =zY{y,x),  on  aura,  par  les  formules  ci-dessus, 

z'  =  yF'[y]+F'iœ], 

en  dénotant  par  F' (y)  la  fonction  prime  de  F(j,  a?)  prise  relativement 
à  y  seul,  et  par  F' (a;)  la  fonction  prime  de  F{y,  x)  prise  relativement  à 
X,  et  faisant  x'=  i,  puisque  x  devient  simplement  x-hi. 
Ainsi  l'équation  dérivée  s'  =  o  sera 

7'F'(7)+F'(^)  =  o, 

d'où  l'on  tire 

F'(^l 
/  =  ■ 


F'(7) 
On  aura  de  cette  manière  la  valeur  dey  en  fonction  de  x  et  y;  de  là, 
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en  regardant  toujours  y  comme  fonction  de  iv,  on  pourra  déduire  la 
valeur  de  y"  en  fonction  de  x  et  y.  Car,  en  supposant  pour  abréger 
y'  =/{y,  œ),  la  fonction  dérivée  de/(j,  .x)  sera  de  la  forme  y'/'(r)  -^-/'{x); 
donc,  substituant  pour  j'  sa  valeur,  on  aura 

j"=/(j,x)/'(j)+/'(.r), 

et  ainsi  de  suite. 

On  trouverait  les  mêmes  valeurs  de  y",  y'",  ...,  par  les  équations 

Si  l'on  avait  plus  généralement  l'équation 

F(7»/^'7'  ■■■]  =  o, 
on  trouverait  de  la  même  manière  l'équation  dérivée 

yF'{y)+p'F'ip)  +  q'F'{q)+...=.o; 
d'où  l'on  tire 

,  p'F'{p]+q'F'{q]+... 


y 


F'(7) 


Et,  regardant  de  nouveau  la  valeur  de  y'  comme  une  fonction  de  y,  p, 

q, ...,  p' ,  q' ,  ...,  safonction  dérivée  sera  la  valeur  de  y";  et  ainsi  desuite. 

Enfin,  si  l'on  avait  deux  fonctions  j' et  m  données  par  les  équations 

F{7>  n,P^fly  ...j^o,    /(r,  u,p,q,  .  ..)  =  o, 

on  pourrait  par  les  mêmes  opérations  trouver  immédiatement  les  valeurs 

dey  et  u'  en  fonctions  de  j,  u,  p,  q, 

Car  on  aurait  d'abord  les  équations  dérivées 

y'F'[y)  +  u'F'[u)+p'F'[p)+q'F'[q)+...^0, 
//'(/)  + «'/'(«)+/''/'(/')  + 7' /'(7)+---  =  o, 

d'où  l'on  tireraity  et  m';  et  ainsi  du  reste. 

Les  règles  que  nous  venons  d'établir  suffisent  pour  trouver  les  fonc- 
tions dérivées  d'un  ordre  quelconque  de  toute  fonction  d'une  variable, 
de  quelque  manière  qu'elle  soit  donnée,  soit  explicitement  par  des 
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expressions  déterminées,  soit  implicitement  par  des  équations  quel- 
conques. 

A  l'égard  de  la  notation  que  nous  avons  employée  pour  représenter 
séparément  chaque  partie  d'une  fonction  dérivée,  relative  à  chacune 
des  fonctions  particulières  qui  entrent  dans  la  fonction  primitive,  on 
voit  qu'elle  est  très  simple  et  très  commode,  et  nous  nous  en  servirons 
ainsi  dans  la  suite. 

On  peut  même,  par  cette  notation,  ne  séparer  du  reste  de  la  fonction 
dérivée  que  la  partie  relative  à  une  variahle  donnée,  x^insi  les  fonc- 
tions primes  de  p  et  q,  ou  dep,  ^  et  r  ou  . . .,  peuvent  se  développer 

de  cette  manière, 

f[p,q)=p'f[p)  +  ']'f'[q], 

f'[p,  q,  r]  =p'f'(p]  +/'[</,  r)  =p'/'[p]  +  qV'[q)  +  r' /'[r], 

et  ainsi  des  autres. 

Il  faut  toujours  observer  de  ne  renfermer,  entre  les  parenthèses  qui 
suivent  la  caractéristique/'  des  fonctions  dérivées,  que  les  variables 
par  rapport  auxquelles  on  veut  prendre  la  fonction  dérivée. 

Lorsqu'il  n'y  a  qu'une  seule  variable  entre  les  parenthèses,  comme 
/'(/?),  cette  expression  indique  que  la  fonction  dérivée  doit  être  prise 
relativement  à  cette  variable,  comme  si  elle  était  seule  et  unique  ;  c'est- 
à-dire  que /'(/))  sera  le  coefficient  de  /dans  le  développement  de  la 
fonction  donnée,  eny  substituant  simplement/?  +  tau  lieu  de  ^,  quelque 
fonction  d'ailleurs  que  p  puisse  être  de  x. 

Quoiqu'il  soit  plus  simple  de  déduire  les  fonctions  dérivées  des 
différents  ordres  les  unes  des  autres,  parce  que  de  cette  manière  les 
mêmes  règles  et  les  mêmes  opérations  font  trouver  toutes  les  dérivées, 
et  que  ce  soit  même  dans  cette  dérivation  successive  des  fonctions  que 
consistent  l'essence  et  l'algorithme  fondamental  du  Calcul  des  fonc- 
tions dérivées,  il  y  a  néanmoins  des  cas  où  la  considération  immédiate 
des  termes  successifs  de  la  série  peut  donner  les  fonctions  dérivées 
successives  d'une  même  fonction  d'une  manière  plus  directe  et  plus 
générale;  c'est  ce  qui  a  lieu  lorsque  le  développement  de  la  fonction 
en  série  peut  s'exécuter  facilement  par  les  formules  connues. 
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En  effet,  si  l'on  a  en  général 

./?,  q,  ...  étant  des  fonctions  de  x,  et  qu'on  substitue  x-^i\\  la  place 
de  X,  cette  équation  deviendra 

/  +  0''+  77"  +  -  •  ■=/(/'  +  '>' H-  -^  />"  +  •••,  7  +  i'i'-^  "^  ^"  +  -  •  •)  • 

Et  elle  devra  avoir  lieu  indépendamment  de  la  quantité  indéterminée  i\ 
de  sorte  que,  si  l'on  peut  développer  directement  la  fonction  qui  forme 
le  second  membre  en  une  série  de  la  forme 

f[p,q,   ...)  +  'P  +  t'Q  +  ''R+---, 

on  aura  sur-le-champ 

y"  y'" 

Soit,  par  exemple,  j=yo5';  on  aura  à  réduire  en  série  l'expression 

■^  ¥  ^  -f  -f  ■  ■  -^[1  -^  W  +  ^i"-^-- 
et  il  est  facile  de  voir  qu'on  aura 

y"  _pg"  ,,,.   p"q 

—  —  -\-  p  q  -r-  ■ j 

2  2  2 

y"  _  p<]"  _^  p'<i"  _^  p"q'  _^  p"'n 

2.3  2.0  2  2  2.5 

et,  en  général, 

2.3. ..m       2. 3. ..m       2.3...(/n  —  i)       2.2,3. ..(/«  —  2)       2. 3. 2. 3. ..(m — 3)      "'*' 

l'exposant  placé  entre  deux  parenthèses  désignant  l'ordre  de  la  fonction 
dérivée;  de  sorte  qu'en  multipliant  par  2.3.../W,  on  aura  la  formule 
générale 

,    s           ,    •.            f    ,      .s       m  [m  —  il     „    , 
-y(m)  —  pfjim)  ^  nip' q^m-^^  +  ■ — ^^ '-  p"q(m-2)  u^  ^  .  . 
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En  général,  si  l'on  hxiy  =pqr,  ...,  on  trouvera  de  la  même  manière 

que  la  valeur  de  — -^ sera  composée  d'autant  de  termes  de  la  forme 

1  I .  a .  3 . . .  w  '■ 

ypOOr/^l^)/'''^'... 

I.2.3...Xxi.2.3...[J.XI.2.3...vX... 

qu'on  pourra  donner  de  valeurs  différentes  aux  nombres  >^,  [j.,  v,  . . .,  de 
manière  que  l'on  ait 

Supposons 
la  quantité  e  étant  toujours  telle  que  /e=  i;  on  aura 

et  la  fonction  dérivée  de  l'ordre  m  sera 

y(m)  ^  [^a  -h  b  -{-  c  + .  .  .)'"y; 

on  aura  de  même 

Donc,  puisque  y— z?^/",  ...,  il  s'ensuit  que  la  quantité 

[a  +  b-^c-h  ..  .]'" 
1 . 2 . 3 .  .  . /n 

pourra  se  développer  en  autant  de  termes  de  la  forme 

a'b\>-c''.  .  . 


i.2.3...Xxi.2.3...[j.xi.2.3...vx... 
qu'il  y  aura  de  manières  différentes  de  satisfaire  à  l'équation 

X  +  |i.  +  V  -f-.  .  .=  m, 

ce  qui  s'accorde  avec  ce  qu'on  a  trouvé  d'une  autre  manière  à  la  tin  de 
la  Leçon  IV. 

Faisons  maintenant 

p  =  ./•«,     q  —  x^     /•  =  jr;^-,     ..., 
X.  8 
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on  aura 

en  faisant 

A  =  a+6-f-c  +  .... 

Donc,  prenant  les  fonctions  dérivées  des  ordres  m,  1,  a,  v, on  aura 

jf"')  — A(A  —  i)  (A  — 2). .  .(A  — m  +  1)0;'^-'", 
pO-)  z=  a{a  --  i)[a  —  2].  .  .[a  —  l  -i-i] x«"\ 
qi\>-)=  b{b  —  i]{b—  2].  ..[b  —  i).-\-i) x'''^, 
r'^)  —  cic  —i][c  —  2].  .  Ac  —  ')  4-  il.r''-''. 


Donc,  puisque 

A  —  inz=.  a  —  \  -\-  b  —  [a  +  c  —  v  4- .  .  . , 
a  quantité 


A(A  — i)(A  — 2)...(A  — m  +  i) 


I  .  2  .  O  .  .  .  //i 


I .2.3. , 

b[b-\)[b  —  2). 

,.x 

..(6- 

i-t  +  l) 

1.2.3.. 

c[c  —  \][c  —  2). 

v  +  l) 

1.2.3. 

.   .  V 

se  trouvera  composée  d'autant  de  quantités  de  la  forme 

a[a  —  i)(«  —  2). ..(a  —  X  +  i) 

X 

X 
X 

qu'il  y  a  de  manières  différentes  de  satisfaire  à  l'équation 

ce  qui  indique  une  analogie  singulière  entre  le  développement  de  la 
puissance  d'un  multinôme  et  celui  du  produit  continuel  du  même 
degré. 
En  effet,  ayant  développé  une  puissance  comme 

s  (a  +  6  +  C4-.  .  .)'" 
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en  ses  différents  termes,  on  aura  tout  de  suite  le  développement  du 
produit  continuel 

A(A  — i)(A-2)...(A  — m  +  i), 

où 

A=:a  +  /;-t-c-f-...,. 

en  substituant  dans  chaque  terme,  à  la  place  des  puissances  a',  b^, 
(•',  . . .,  les  produits  continuels 

a[a  —  i][a  —  i] .  .  .[a  —  X  -^  i), 
b[b  —  i][b  —  2]...[b-[x  +  i], 
c  (c  —  i)  (c  —  2). .  .(c  —  V  4-  l), 


On  trouve  une  démonstration  directe  de  ce  théorème,  pour  le  binôme, 
dans  l'ouvrage  de  Kramp,  qui  vient  de  paraître  sous  le  titre  à' Analyse 
des  Réfractions. 

Nous  terminerons  cette  Leçon  par  une  observation  importante  sur  la 
nature  des  fonctions  dérivées. 

Il  est  facile  de  se  convaincre,  par  la  manière  dont  les  fonctions  déri- 
vées dépendent  de  la  fonction  primitive,  que  ces  fonctions  sont  abso- 
lument déterminées,  de  sorte  qu'une  fonction  donnée  ne  peut  avoir  que 
des  fonctions  dérivées  données  aussi  et  uniques  pour  chaque  ordre. 

Il  n'en  est  pas  de  même  des  fonctions  primitives  à  l'égard  de  leurs 
dérivées;  car,  puisque  la  fonction  dérivée  de  toute  quantité  constante 
est  nulle,  il  s'ensuit  que,  si  une  fonction  donnée  est  primitive  à  l'égard 
d'une  autre  fonction  donnée,  elle  le  sera  encore,  étant  augmentée  ou 
diminuée  d'une  constante  quelconque.  Ainsi  une  fonction  donnée  peut 
avoir  une  inimité  de  fonctions  primitives  à  raison  de  la  constante  qu'on 
y  peut  ajouter.  Mais  il  ne  s'ensuit  pas  que  toutes  les  fonctions  primi- 
tives dont  elle  est  susceptible  ne  puissent  différer  que  par  une  con- 
stante; c'est  ce  que  nous  allons  démontrer. 

Soit  une  fonction  donnée /(a;),  dont  ^{oc)  et  ^(a?)  soient  également 
fonctions  primitives;  on  aura  donc,  par  l'hypothèse, 

Y'[.x)^f[x),     et     ^\.r)=f[x); 
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donc,  prenant  les  fonctions  dérivées  successives,  on  aura  aussi 


et  de  même 


^"[x)^f[jc),     ^»'[œ]-=f"[x), 


Considérons  maintenant  les  fonctions 

'Ç[x  +  i)     et     vj[x  +  i); 
on  a,  par  le  développement, 

Y[x  +  i)=Y[x)  +  i'P'{x)+'^V[x]+...; 

donc,  substituant  les  valeurs  de  ¥{oc),  Y"{x),  . . .,  on  aura 

Y{x  +  i)^¥[x]  +  if[x)-^-'^f[x)  +  -f-^f"[x]+..., 
et  de  même 

,       ^[a:  +  i]^o[x]  +  if[x]  +  '^f'[x]  +  ^f"{x)-r..., 

donc,  retranchant  l'une  de  l'autre  ces  deux  équations,  on  aura 

Y[x  +  i)  —  '^[x  +  i]=Y[x]  —  <^[x]. 

Comme  cette  équation  doit  avoir  lieu  quels  que  soient  x  et  i,  et  que 
le  premier  membre  est  une  fonction  de  x  +  i,  et  le  second  une  pareille 
fonction  de  x,  il  est  visible  que  cette  fonction  ne  peut  être  qu'une 
constante  indépendante  de  x  et  i.  On  aura  donc  nécessairement 

F(^)  — o(x)  =  K, 

K  étant  une  constante,  et  par  conséquent 

F(^)  =  c?(^)-hK; 

d'où  l'on  voit  que,  si  'ù[x)  est  une  fonction  primitive  àef{x),  toute 
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autre  fonction  primitive  ¥{x)  de  la  même  fonction /(j?)  ne  pourra  dif- 
férer de  9(^)  que  par  une  constante. 

Il  suit  de  là  que,  lorsqu'on  aura  trouvé  d'une  manière  quelconque 
une  fonction  primitive  d'une  fonction  donnée,  en  y  ajoutant  une  con- 
stante arbitraire,  on  aura  l'expression  générale  de  la  fonction  primitive 
de  la  fonction  donnée. 
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LEÇON  SEPTIÈME. 

SUR   LA  MANIÈRE  DE  RAPPORTER  LES  FONCTIONS  DÉRIVÉES  A  DIFFÉRENTES  VARIABLES. 


Nous  avons  vu  comment  les  fonctions  dérivées  naissent  des  fonctions 
primitives  par  le  simple  développement,  lorsqu'on  attribue  à  une  va- 
riable de  la  fonction  un  accroissement  indéterminé. 

Ainsi  toute  fonction  dérivée  est  nécessairement  relative  à  une  variable, 
et  une  fonction  qui  contient  plusieurs  quantités  peut  avoir  différentes 
fonctions  dérivées,  suivant  les  quantités  qu'on  y  considère  comme  va- 
riables. Lorsque  ces  quantités  dépendent  les  unes  des  autres,  il  y  a 
aussi  une  relation  entre  les  fonctions  dérivées  qui  y  sont  relatives,  par 
laquelle  on  peut  déduire  les  fonctions  les  unes  des  autres;  cette  rela- 
tion étant  un  point  important  de  la  théorie  des  fonctions,  nous  allons 
nous  en  occuper  dans  cette  Leçon. 

En  regardant  j  comme  une  simple  fonction  de  a-,  on  sait  que  j  devient 

y-h  iy  -h  —y"-\-  . . .,  oc  devenant  x~\-i.  Si  l'on  suppose  que  x  soit  elle- 
même  une  fonction  d'une  autre  variable  quelconque  /,  et  qu'on  veuille 
regarder  >' comme  fonction  de  /,  alors  t  devenant  /-+-/,  ou  bien  (pour 
ne  pas  confondre  les  accroissements  de  x  et  de  /),  t  devenant  t-\-o,  y 
deviendra  aussi  de  la  forme 


oy  H y" 


Mais  pour  distinguer  les  fonctions  dérivées  y',  j",  ...,  qui  dans  la 
première  formule  se  rapportent  à  x,  celles  de  la  seconde,  qui  se  rap- 
portent à  t,  nous  désignerons  pour  un  moment  les  premières  par  (y), 
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(y),  . ..,  de  manière  que,  ce  devenant  x  -hi,  y  deviendra 


7  +  '-(7')  +  ^(/')  +  --- 


Or  X  étant  regardé  comme  fonction  de  t,   lorsque  t  devient  /  +  o. 

■r  devient 

t      '^'^    Il 
X  -\-ox  -^ x'  -h . . .; 

2 

donc,  si  dans  la  formule  précédente  l'on  met  à  la  place  de  i  l'accrois- 

o- 
croissement  de  x,  qui  est  ox' -\ x" -\-  . ..,  on  aura  également  ce  que 

y  devient  lorsque  t  devient  ;  +  o.  Ainsi  on  aura  l'équation  identique 

d'où  l'on  tire,  par  la  comparaison  des  termes  affectés  des  différentes 
puissances  de  o, 

^'[y')=y,   ^"{y')  +  ^'Hy"]=y",    ■■■■ 

La  première  équation  donne 


la  seconde  donnera 


i/)=J. 


ir)=>'-^^^ 


et,  substituant  la  valeur  précédente  de  (/'),  l'on  aura 


r 

[y")^tr.- 


X  -  X 


'3 


La  troisième  équation  donnerait  la  valeur  de  [y"),  et  ainsi  de  suite. 
Mais  j'observe  que  l'on  peut  déduire  immédiatement  la  valeur  de  (/') 
de  celle  de  (/'),  et  successivement  celle  de  [y'")  de  celle  de  {y"),  ..., 
par  la  loi  uniforme  qui  doit  régner  entre  ces  fonctions  dérivées  suc- 
cessives. 

En  effet,  puisque  [y]  fonction  dérivée  de  r  par  rapport  à  x  est  égale 
à  ^3  c'est-à-dire  à  la  fonction  dérivée  de  y  par  rapport  à  t,  divisée  par 
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celle  de  a;;  de  même  {y")  fonclion  dérivée  de  [y')  par  rapport  à  x  sera 

y'  ,.     .  .        . 

égale  à  la  fonction  dérivée  de  —,  par  rapport  à  /,  divisée  par  x,  et  ainsi 

1/'  V  "V    TC 

de  suite.  Or  la  fonction  dérivée  de  ^  est  ^  —  — t^tJ  Jonc  on  aura 


X  - 


comme  on  l'a  trouvé  par  la  seconde  équation.  Et  ainsi  de  suite. 

Par  ces  substitutions  on  dépouille,  pour  ainsi  dire,  les  fonctions 
dérivées  de  ce  qui  dépend  de  la  variable  à  laquelle  elles  se  rapportaient 
originairement,  et  on  les  généralise  de  manière  qu'elles  peuvent  se  rap- 
porter également  à  toute  autre  variable. 

Or  ce  qui  déterminait  les  fonctions  dérivées  déjà  se  rapporter  à  la 
variable  x,  c'était  qu'elles  résultaient  de  l'accroissement  i  attribué  à 
cette  variable;  au  lieu  qu'en  rapportant  ces  fonctions  à  une  autre  va- 
riable dont  X  est  censée  fonction,  l'accroissement  de  x  devient  alors 
ox  H —  x"  -\- .. .,  o  étant  l'accroissement  de  la  nouvelle  variable.  Ainsi, 

2 

comme  le  cas  particulier  où  l'accroissement  de  x  est  simplement  i  ré- 
sulte de  l'expression  générale  de  l'accroissement  de  x,  en  y  faisant 
0"'=  I,  il  s'ensuit  que  x' ■=\  est  la  condition  qui  détermine  les  fonc- 
tions dérivées  à  se  rapporter  à  la  variable  x,  et  qu'en  général  pour  les 
rapporter  à  toute  autre  variable  il  n'y  aura  qu'à  supposer  égale  à  l'unité 
la  fonction  prime  de  cette  variable. 

Il  résulte  de  là  cette  conclusion  générale  que,  si  Une  formule  contient 
les  fonctions  dérivées  y' ,  y\  ... ,  relatives  à  une  variable  x,  et  qu'on 
veuille  les  rapporter  à  une  autre  variable  quelconque,  il  faudra  changer 


/  en  ^, 

(^)' 

V    pn 

V" 

•^                x' 

x'-^ 

V    en 


\m 


y  ^ 

x'^ 

5 

If 

y 

x"\' 

\^-' 

X 

■''  ) 

f"        3y"x"  _    ,  (  ^  _  3^2 
x'  ~  x'  ~  Ic^i  x''"  ^    XIHF'  x^ 
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et  ainsi  de  suite.  Si  l  est  la  nouvelle  variable  à  laquelle  on  veut  rap- 
porter les  fonctions  dérivées,  cette  variable  étant  une  fonction  quel- 
conque de  X  etj>',  il  n'y  aura  qu'à  faire  t'  =^  \ ,  et  par  conséquent  r  =  o, 
/"'  =  o,  ...,  équations  par  lesquelles  on  déterminera  les  valeurs  de  a?', 
x",  . . .,  ou  de  y,  y",  .... 

Ce  principe  est  général  et  doit  s'appliquer  a  toutes  les  fonctions  déri- 
vées qui  se  rapportent  à  une  même  variable.  Il  est  d'un  grand  usage 
dans  le  calcul  des  fonctions,  et  constitue  un  des  principes  fondamen- 
taux de  l'algorithme  de  ce  calcul. 

Le  cas  le  plus  simple  est  celui  où,  y  étant  supposé  fonction  de  x,  et 
ses  fonctions  dérivées  y',  y",  . . .  étant  rapportées  à  x,  on  veut  au  con- 
traire regarder  x  comme  fonction  de  y,  et  rapporter  à  y  les  fonctions 
dérivées  x' ,  x", On  fera  dans  ce  cas  les  substitutions  indiquées  ci- 
dessus,  et  l'on  supposera 


/=i,     /'=o. 


On  substituera  donc  —  à  la  place  de  j', 77  ^  la  place  de  y" ,  et  ainsi 

des  autres. 

Ainsi,  ayant  trouvé  dans  la  Leçon  IV  que  j  =  a''  donne,  relativemenl 

à  X, 

y'  ^=  a^  la^=  y  la, 

on  pourra  avoir  immédiatement  la  valeur  de  x'  relativement  à  y,  en 
substituant  simplement  -^  à  la  place  dej',  ce  qui  donnera 

y  la 

Comme  x  est  le  logarithme  de  y  pour  la  base  a,  on  a  par  là  la  fonc- 
tion dérivée  du  logarithme. 

De  même,  en  supposant 

r  z=i  sin  X, 

on  a  vu  dans  la  Leçon  V  que  l'on  a,  relativement  à  x, 

j'z=:c0S.r; 

donc,  pour  avoir  réciproquement  la  fonction  dérivée  x'  de  l'angle  paf 
X.  0 
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le  sinus  y,  il    n'y  aura  qu'à   substituer  —  à  la  place  de  y',  ce  qui 
donnera 


Si  l'on  fait 

j  ^  cos^, 

on  a 

donc,  on  obtiendra  de  la  même  manière 


sm,v  ^i  —  Y- 

Ces  résultats  s'accordent  avec  ceux  qu'on  a  trouvés  dans  les  endroits 
cités  d'une  manière  directe,  mais  plus  longue. 
Enfin  ayant  vu,  dans  la  Leçon  VI,  que 


/=:  langer     donne    /'  = 


cos2^ 

si  l'on  veut  avoir  la  fonction  dérivée  de  l'arc  par  la  tangente,  on  aura 

sur-le-champ 

,  I  I 

a:  =1  COS^^  = —-  =; • 

i  +  tang-'^       1+/ 
En  général,  puisque 

y=:laneo    donne     y'^=        „    > 

on  aura  réciproquement 


/>'  =  /'  cos-p, 

p  étant  une  fonction  quelconque  de  x. 

Si  maintenant  on  veut  regarder  p  comme  fonction  de  y  et  rapportei- 
la  fonction  dérivée/;'  à  la  variable  y,  on  fera  j'=:  i,  et  l'on  aura 

comme  ci-dessus. 

La  formule  a?'  =  cos-^  est  très  propre  pour  trouver  facilement  les 
fonctions  dérivées  de  a;  des  ordres  supérieurs.  En  effet,  on  aura  d'abord 
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en  substituant  la  valeur  précédente  de  x' .  Prenant  de  nouveau  les  fonc- 
tions dérivées,  on  aura 

x"'  -i^ —  ix'  (cos  IX  cos-a;  —  sinaa-  sin^c  cosj?) 
=  —  ix'  cosSj?  COSO" 
=  —  2  cos  3  X  cos^  X, 

et,  continuant  de  la  même  manière,  on  aura 

x''" ■=^  2  .3j?'  (sin  3^  cos'  x  +  cos3  j:-  sin,r  cos^o?] 
r=  2.3:t''sin  (\X  COS^o;; 
=:  2.3  sin4^  cos''^, 

a'' =  2.3.4^'  (cos4'2^cos''a^  —  sin  4^  sin^  cos'^) 
=  2. 3. 4.3?'  cos  5^-  cos'^ 
=  2.3.4  cos  5^.'  cos^o^ 

et  ainsi  de  suite. 

Ayant  ainsi  toutes  les  fonctions  dérivées  de  x  relativement  à  y,  c'est- 
à-dire,  en  supposant  x  =^f[y),  si  on  les  substitue  dans  la  formule 

i- 

X  -+-  ix'  H x" -\- .  .  ., 

2 

on  aura  la  valeur  de  x  répondant  h.  y  -\-i. 

Ainsi  l'on  aura  la  valeur  de  l'arc  dont  la  tangente  sera  tang(^  +  <), 
exprimée  par  la  série 

i-co'&'^x   .  i^  co?,'^ X        „  r''cos'j7    .    ,  «■'cos^o; 

X  -^  i  co^-x sm  IX ^ cosda-  -\ -, sm4-p  h cos5.r - 

2045 

formule  remarquable  par  sa  simplicité  et  sa  généralité. 
Si  l'on  fait  a?  =  o,  on  trouvera 

arc  tang  i  =  /  —  —  +  -^ . . . , 

formule  connue  et  due  à  Leibnitz;  mais  il  n'est  permis  de  faire  a?  =  o 
qu'autant  qu'on  est  assuré  d'avance  de  la  forme  de  la  série. 
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LEÇON  HUITIEME. 


DU  DÉVELOPPEMEÎST  DES  FONCTIONS  LORSQU  ON  DONNE  A  LA  VAUIABLE  UNE  VALEUR 
DÉTERMINÉE.  CAS  DANS  LESQUELS  LA  RÈGLE  GÉNÉRALE  EST  EN  DÉFAUT.  ANALYSE 
DE  CES  CAS.  DES  VALEURS  DES  FRACTIONS  DONT  LE  NUMÉRATEUR  ET  LE  DÉNO- 
MINATEUR s'évanouissent  a  la  FOIS. 


La  théorie  des  fonctions  dérivées  est  fondée  sur  le  développement 
des  fonctions  lorsqu'on  attribue  à  une  variable  un  accroissement  indé- 
terminé. Nous  avons  montré  dans  la  Leçon  II  que  ce  développement  ne 
peut  contenir  que  des  puissances  entières  et  positives  de  la  quantité 
dont  la  variable  est  augmentée,  tant  que  cette  variable  demeure  indé- 
terminée, et  nous  avons  ensuite  déduit  de  cette  forme  les  lois  de  la 
dérivation  des  fonctions.  Il  est  donc  nécessaire,  avant  d'aller  plus  loin, 
d'examiner  les  cas  où  elle  pourrait  se  trouver  en  défaut,  et  les  consé- 
quences qui  en  résulteraient  relativement  aux  fonctions  dérivées. 

Nous  avons  vu,  dans  la  même  Leçon,  que  la  série  du  développement 
Aef[x  +  i)  ne  peut  contenir  de  puissances  négatives  de  i,  à  moins  que 
l'on  ii\lf[x)  =  à  l'infini,  parce  que,  en  supposant  «  =  o,  les  termes  qui 
contiendraient  de  pareilles  puissances  deviendraient  infinis.  On  peut 
prouver  de  la  même  manière  que  la  série  ne  pourra  contenir  aucun 
terme  multiplié  par  log/ou  par  une  puissance  positive  quelconque  de 
log/,  si  la  même  condition  n'a  lieu,  ces  sortes  de  termes  devenant  éga- 
lement infinis  lorsque  i  =  o.  Or  cette  condition  exige  que  la  variable  x 
ait  une  valeur  déterminée,  qu'on  trouvera  par  la  résolution  de  l'équa- 
tion 

/[x]  —  -,     ou 


/(^) 
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Soit  donc  a  une  racine  de  l'équation  y— r  =o,  de  manière  que  Ton 
ait 


J\x-)  F(^] 

F(x)  étant  une  fonction  de  x  qui  ne  devienne  ni  nulle  ni  infinie, 
lorsque  x=:a,  et  m  étant  un  nombre  positif  quelconque. 
En  mettant  jt  +  /  à  la  place  de  x,  et  faisant  x^=  a,  on  aura 

.,         .,      F(«  +  0 


où  l'on  voit  que  la  série  du  développement  de/(a;  -i-  i)  aura  dans  ce  cas 
des  termes  de  la  forme  -^i  -. — r»  — 


Considérons  maintenant  les  cas  où  ce  développement  pourrait  con- 
tenir des  puissances  positives,  mais  fractionnaires  de  i.  La  démonstra- 
tion, que  nous  avons  donnée  pour  prouver  l'absence  de  ces  sortes  de 
termes,  est  fondée  sur  ce  que  ces  termes  augmenteraient  le  nombre 
des  radicaux  dans  le  développement  àe  f[x  +  i),  tandis  qu'il  est  évident 
que  cette  fonction  ne  peut  contenir  que  les  mêmes  radicaux  que  la  fonc- 
tion/(^),  tant  que  x  est  supposé  une  quantité  quelconque  indéter- 
minée. Mais  cette  démonstration  cesse  d'avoir  lieu  lorsqu'on  donne  à  x 
une  valeur  déterminée  telle  qu'elle  fasse  disparaître  un  radical  dans 
/(x),  car  alors  ce  radical  pourra  être  remplacé  par  un  radical  de  i  dans 
le  développement  de/{x -{-i).  En  effet,  supposons  que  la  fonction/(.r) 

fft 

contienne  un  radical  qui  s'évanouisse  lorsque  x^a,  tel  que  [x  —  a)" , 
m  et  n  étant  des  nombres  entiers;  la  fonction /(^ a:  +  <)  contiendra  le 

radical  correspondant  (a;  — a -f- «')",  lequel,  en  faisant  x=^a,  devient 

i";  de  sorte  que  le  développement  de  cette  fonction  suivant  les  puis- 

sances  de  i  pourra  contenir  le  radical  i"  et  toutes  ses  puissances  entières 
et  positives. 

Cette  conclusion   n'aurait  pas  lieu  si  la  valeur  particulière  de  x 
n'anéantissait  pas  le  radical,  mais  le  faisait  seulement  disparaître  en 
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rendant  nulle  une  quantité  par  laquelle  il  serait  multiplié.  Car,  quoique 
le  radical  puisse  disparaître  de  cette  manière  de  la  fonction /(a:),  il 
pourrait  ne  pas  disparaître  dans  les  fonctions  dérivées/' (^),/"(^),  ..., 
qui  entrent  dans  le  développement  de /(^  +  iî'),  et  alors  la  démonstra- 
tion conserverait  toute  sa  force.  Ainsi,  si  un  radical  de  la  fonction/(a:) 
se  trouvait  multiplié  par  {x  —  a)"',  m  étant  un  nombre  entier  positif, 
ce  radical  y  disparaîtrait  lorsque  ir=:  a;  mais,  dans  la  fonction/(.r4-i), 
il  serait  multiplié  par  {oc—  a -h  i)"%  et,  dans  le  cas  de  a?  =  a,  il  le  serait 
par  i'".  Donc,  dans  le  développement  de  cette  fonction,  il  ne  pourrait 
paraître  alors  avant  le  terme  qui  contiendrait  la  puissance  /'";  par  con- 
séquent il  disparaîtrait  des  fonctions  àéri\ées/'{oc),/"{oc),  ...,  jusqu'à 
p"'~'^x,  mais  reparaîtrait  dans  les  fonctions  dérivées  des  ordres  suivants; 
de  sorte  que  le  développement  de /(-r+Z)  contiendrait  toujours  dans 
ce  cas  le  même  radical.  Il  n'y  a  donc  que  le  cas  oîi  le  radical  est  détruit 
dans  la  fonctiony'(^)  par  une  valeur  particulière  de  ce,  dans  lequel  le 
développement  de/{x-\-i)  doive  contenir  des  radicaux  de  /,  et  il  reste 
maintenant  à  voir  comment  on  pourra  juger  que  cela  doive  avoir  lieu. 

Pour  cela,  j'observe  que  les  (onctions /' [x -h i), /" {x -\- i),  ...  sont 
également  les  fonctions  dérivées  de/{x-{-i),  soit  qu'on  les  prenne  rela- 
tivement à  X,  soit  qu'on  les  prenne  relativement  à  i,  ce  qui  est  évident, 
puisqu'en  augmentant  soit  x,  soit  /d'une  même  quantité  quelconque, 
on  a  le  même  accroissement  de  la  quantité  x-\-i.  D'oîi  il  suit  que  l'on 
aura  également  les  valeurs  de/'{x),/"{x),  . . .,  quel  que  soit  x,  en  pre- 
nant les  fonctions  dérivées  successives  de  f{x  -+-  i)  relativement  à  i,  et 
faisant  ensuite  i=  o. 

Or,  si  l'on  suppose  que  le  développement  de/{x-\-i)  doive  contenir, 
lorsque  x  =  a,  un  terme  affecté  de  i"',  tel  que  Ai'",  A  étant  une  fonction 
de  a,  et  m  n'étant  pas  un  nombre  entier  positif,  en  prenant  les  fonc- 
tions dérivées  relativement  à  i,  il  faudra  que  les  développements  des 
fonctions 

/(^  +  0,  /'V  +  0,    ••• 

contiennent  les  termes 

m  A  t"'-' ,     m  (  m  —  I  )  A  i"'~'^,     .... 
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Donc,    faisant  i~o,   on  en   conclura  que  les  fonctions /(a-), /(a-), 
f"{oc),  . . .,  lorsque  x  --  a,  contiendront  respectivement  les  termes 

Ao"',     mAo'"-',     ni[m  —  i]Ko'"--^,      

Si  m  est  un  nombre  quelconque  négatif,  il  est  clair  que  ces  termes 
seront  infinis. 

Si  m  est  un  nombre  positif  non  entier,  soit  «  le  nombre  entier  immé- 
diatement plus  grand  que  m,  il  est  visible  que  le  terme 

m  [m  —  \).  .  .[m  —  /«  +  i  )  A  o'"~" 

sera  infini  ainsi  que  tous  les  suivants,  et  que  tous  les  précédents  seront 
nuls.  D'où  il  suit  que  les  fonctions  dérivées  de  l'ordre  n''""*^  et  des 
ordres  suivants  deviendront  infinies  lorsque  a=  a. 

Dans  ce  cas  donc,  si  n  est  l'indice  de  l'ordre  de  la  première  fonction 
qui  devient  infinie,  le  développement  àef{x-Y-i)  devra  contenir  un 
terme  de  forme  i'",  m  étant  un  nombre  compris  entre  n—i  et  n. 

Si  n  =  o,  c'est-à-dire  si  la  fonction /(^)  devient  elle-même  infinie, 
ce  développement  contiendra  alors  des  puissances  de  i. 

On  doit  appliquer  aux  logarithmes  ce  qu'on  vient  de  démontrer  sur 
les  puissances  fractionnaires  de  i-,  car  on  a  vu,  à  la  fin  de  la  Leçon  IV, 
que  les  logarithmes  répondent  aux  puissances  fractionnaires  dont  l'ex- 
posant est  infiniment  petit,  c'est-à-dire  aux  racines  infinitièmes,  et 
que  c'est  par  cette  raison  qu'il  y  a  toujours  une  infinité  de  logarithmes 
répondant  à  un  même  nombre. 

Aussi,  par  la  même  raison,  lorsqu'on  résout  une  fonction  en  série 
suivant  les  puissances  d'une  même  quantité,  il  peut  se  trouver  quel- 
quefois le  logarithme  de  cette  quantité  entre  les  puissances  positives 
et  les  puissances  négatives  de  la  même  quantité,  lorsque  la  fonction 
elle-même  contient  des  logarithmes. 

Ainsi,  si  la  fonction/(a;)  contient  des  logarithmes,  le  développement 
de/(,r  +  «)  pourra  contenir,  dans  le  cas  particulier  de  a:  =  a,  des 
termes  de  la   forme  V"'(log?)",  et  les    fonctions   dérivées /'(a; +  j), 


72  LEÇONS  SUR  LE   CALCUL 

/"[x-^i),  . ..  contiendront  alors  des  termes  de  la  forme 

i"'- '  (  log <■  )«     et     i'"  [  log «■)«-' , 

de  la  forme 

/'«-2[iog/)«,  «"'(log/)"-'     et     i'"{logi]"-'^, 

et  ainsi  de  suite.  Or,  lorsque  i=^o,  logj  est  infini,  et  toute  quantité  de 
la  forme  i"'{\ogi)"  est  nulle  ou  infinie  suivant  que  7?i  est  un  nombre  po- 
sitif ou  négatif,  quel  que  soit  n.  Donc,  puisque  dans  les  termes  des 
fonctions  dérivées 

les  exposants  des  puissances  de  «qui  multiplient  les  puissances  de  logi 
vont  nécessairement  en  diminuant,  il  s'ensuit  que,  dès  qu'une  de  ces 
fonctions  deviendra  infinie  par  la  position  de  x=^a,  toutes  les  autres 
des  ordres  suivants  deviendront  infinies  aussi. 

On  peut  donc  conclure  en  général  que  le  développement 

de  la  fonction /(^  +  «)  ne  peut  devenir  fautif  pour  une  valeur  déter- 
minée de  X,  qu'autant  qu'une  des  fonctions /(ic), /'(x), /"(a?),  ... 
deviendra  infinie  en  donnant  à  x  cette  valeur,  et  que  ce  développement 
ne  sera  fautif  qu'à  commencer  du  terme  qui  deviendra  infini. 

Pour  trouver  alors  la  vraie  forme  du  développement  suivant  les  puis- 
sances ascendantes  de  i,  il  faudra  faire  d'abord  dans  la  fonction/(ar  -i-  i), 
X  égal  à  la  valeur  donnée,  et  développer  ensuite  suivant  les  puissances 
croissantes  de  i  par  les  règles  connues,  en  ayant  égard  aux  puissances 
fractionnaires  ou  négatives  de  i  qui  se  trouveraient  dans  la  fonction 
même. 

Pour  confirmer  par  quelques  exemples  ce  que  nous  venons  de  dé- 
montrer, supposons  d'abord  ({ue  l'on  ait 

f[x)-=^  2a.r  —  X-  +  «y/jr-  — •  a^, 

et  qu'on  demande  le  développement/(a;  +  i)  lorsque  x  =  a. 
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En  prenant  les  fonctions  dérivées  suivant  les  règles  générales,  on 
aura 

f'[x)  =  i[a  —  x)-^ 


....     ,                           a                    ax'^ 
/"(a;)  =—2+ 3-, 

et  ainsi  de  suite. 


En  faisant  x  =  a,  qw  a 


f[x)^a\    f'[œ]=+'-; 


donc  toutes  les  fonctions  dérivées  des  ordres  suivants  seront  aussi 
infinies,  et  le  développement  de /(«  +  /)  contiendra  nécessairement 
un  ternie  de  la  forme  Xi'",  m  étant  entre  o  et  i. 

En  effet,  on  aura,  par  la  substitution  de  a -h /dans  l'expression  de  /(r), 


/'(  a  -H  i\  =  a-  — C^^  a  \J i  y/2  a  +  /, 

d'où  l'on  voit  que  le  développement  suivant  les  puissances  de  i  con- 
tiendra des  termes  de  la  forme  \Ji.  i\li,  r  \fi, 

Soit,  en  second  lieu, 

f{x)  =^\/x  -\-  [x  —  a]-  l[x  —  a); 
on  aura  ces  fonctions  dérivées 

y'[a7)  r=  =  +  2(:r  —  a]  l[x  —  a]  -{-  X  —  a, 

2  \Jx 

f"[x]— ^=+2/(^— a)  +  3, 

[\xy  X 

f'[x]  ^ 


%x^\[x 


X  —  a 


Si  l'on  fait  x  =  a,  la  fonction  dérivée /"(a?)  devient  infinie,  ainsi 
que  toutes  les  suivantes. 

Ainsi  le  développement  de/(^  +  i)  par  la  formule  générale  devien- 


s 
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(Ira  fautif  dans  le  cas  de  x  =  a,  et  il  contiendra  nécessairement  le 
terme  i-li. 

Nous  avons  observé  plus  haut  que,  lorsqu'une  valeur  particulière  de 
X  fait  disparaître  dans/(a7)  un  radical  en  ne  détruisant  pas  ce  radical 
lui-même,  mais  en  rendant  seulement  nul  son  coefficient,  alors  ce 
même  radical  reparaîtra  nécessairement  dans  les  fonctions  dérivées 
f'[x),f"[x),  . . .,  et  la  formule  générale  du  développement  de/(a:  +  «) 
ne  cessera  pas  d'être  exacte  dans  ce  cas. 

Mais,  lorsque  la  fonction /(.r),  au  lieu  d'être  donnée  d'une  manière 
explicite,  n'est  déterminée  que  par  une  équation  où  le  radical  ne  se 
trouve  pas,  la  détermination  de  ses  fonctions  dérivées  dans  le  cas  dont 
il  s'agit  pourra  être  sujette  à  des  difficultés  qu'il  est  bon  de  prévenir. 

Soit  r=::/(a7),  et  par  conséquent,  en  prenant  les  fonctions  dérivées, 

y  z=f'{x),  y  ■^/"[x), Supposons  que,  pour  une  valeur  donnée 

de  X,  il  disparaisse  dans  f{x)  un  radical,  lequel  ne  disparaisse  pas 
dans/'(a7);  il  est  clair  que,  pour  cette  valeur  de  x,  la  fonction /'(a?) 
aura  un  plus  grand  nombre  de  valeurs  différentes  que  la  fonction /(^), 
à  raison  du  radical  qui  se  trouve  dans/'(a7),  et  qui  a  disparu  de  f[x)\ 
d'où  il  suit  que  la  valeur  de  y  ne  pourra  pas  être  donnée  par  une 
simple  fonction  de  a;  et  y  qui  ne  contiendrait  pas  explicitement  ce 
radical.  Cependant,  si  dans  l'équation  j=/(^)  on  fait  disparaître  ce 
même  radical  par  l'élévation  aux  puissances,  et  que  l'équation  résul- 
tante soit  représentée  par 

l'équation  dérivée  de  celle-ci  donnera 


y— 


Flr: 


comme  on  l'a  vu  dans  la  Leçon  VI;  donc  cette  expression  sera  en  dé- 
faut, dans  le  cas  où  l'on  donnerait  à  a;  la  valeur  en  question,  ce  qui  ne 
peut  avoir  lieu  qu'autant  que  les  quantités  Y'[x)  et  F'(j)  seront,  l'une 
et  l'autre,  nulles  à  la  fois.  Ainsi,  dans  le  cas  dont  il  s'agit,  l'expression 
de  r'  deviendra  égale  à  zéro  divisé  par  zéro;  et  réciproquement,  lorsque 
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cela  arrivera,  ce  sera  une  marque  que  la  valeur  correspondante  de  x 
aura  détruit  dansy"(a7)  un  radical,  sans  le  détruire  dans/'(a7). 

Pour  avoir  dans  ce  cas  la  valeur  de  y,  il  ne  suffira  donc  pas  de 
s'arrêter  à  la  première  équation  dérivée  de  F(a7,j)  =  o,  laquelle  étant 

aura  lieu  d'elle-même,  indépendamment  de  la  valeur  de  y';  mais  il 
faudra  passer  aux  secondes  fonctions  dérivées,  et  l'on  aura  une  équa- 
tion de  la  forme 

P,  Q,  R  étant  des  fonctions  de  x  et  de  j  qu'on  trouvera  par  les  règles 
générales  de  la  dérivation  des  fonctions. 

Cette  équation  donnera,  généralement  parlant,  la  valeur  dej" ;  mais, 
dans  le  cas  proposé,  la  quantité F'(j)  devenant  nulle,  le  terme  qui  con- 
tient y"  disparaîtra,  et  l'équation  restante  sera  une  équation  du  second 
degré  en  /  par  laquelle  on  déterminera  la  valeur  de  y' ,  qui  sera  par 
conséquent  double. 

Soit,  par  exemple, 

f[x\-=^  X -'^[x  —  a]\]x  —  b, 
on  aura 

f\x]  =.\-^\]x  —b 


Faisant  a?  =  a,  on  a 


f[x)=ia,     et    /'(jr)  =  1 +  y/rt  —  6, 

où  l'on  voit  que  le  radical  disparaît  dans  la  valeur  (\e/{x),  mais  non 
pas  dans  celle  dc/'(;i;),  en  sorte  que  la  première  est  simple  et  la  se- 
conde double. 

Maintenant,  si  l'on  (•àit/{x)=y,  et  qu'on  élève  l'équation  au  carré 
pour  faire  disparaître  le  radical,  on  aura 

ly^^.y2^l^j,_a)^x-b]. 

En  prenant  les  fonctions  primes,  on  aura  celle-ci 

2 [y  —  x)  [y  —  i)  =z2[x  —  a)  [x  —  b]  -+-  [x  —  a]-, 
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d'où  l'on  tire 

2{x  —  a]  (x  —  b] -h  (^  —  a]- 

Faisant  x  —  a,  on  a  aussi  j  =  a;  ce  qui  donne 

On  passera  donc  aux  fonctions  secondes,  et  l'on  aura  cette  équation 
du  second  ordre  : 

2(7  — ^)j"  +  2(j'— i)2r=4(^  — a)  +  2(.r  —  è]. 

Ici  la  supposition  de  00  — a  ety=^a  donne 

{y-ir-=a~b, 

d'où  l'on  tire 

7'  =  1  -H  \,/a  —  b, 
comme  plus  haut. 

11  peut  arriver  que  la  même  valeur  de  x,  qui  détruit  les  termes  de  la 
première  équation  dérivée,  détruise  aussi  ceux  de  la  seconde;  il  faudra 
alors  passer  à  l'équation  tierce,  laquelle,  par  la  destruction  des  termes 
qui  contiendront  y  et  j'",  deviendra  une  simple  équation  en  y',  mais 
du  troisième  degré,  et  ainsi  de  suite;  cela  dépend  de  la  nature  du  ra- 
dical qui  aura  été  détruit  dans  j,  et  qui  doit  être  remplacé  par  le  degré 
de  l'équation  d'où  dépend  la  valeur  àey' . 

Supposons  en  second  lieu  que  la  même  valeur  de  x,  qui  fait  dispa- 
raître un  radical  dansy"(^),  le  fasse  disparaître  aussi  dans/'(^),  sans 
le  faire  disparaître  néanmoins  dans /"(a;);  alors  les  valeurs  corres- 
pondantes àe  f[x)  et/'{x)  seront  en  même  nombre,  mais  celles  de 
/"{x)  seront  en  nombre  plus  grand.  Si  donc  on  fait  évanouir  ce  radical 
dans  l'équation  j=y*(^),  la  valeur  de  y  qu'on  en  déduira  se  trouvera 

=  -,  et  il  faudra  passer  aux  équations  dérivées  d'un  ordre  supérieur 

pour  avoir  la  valeur  de  j". 

Soit,  pour  en  donner  un  exemple, 

7  =  ^H-  [x  —  a)2  \Jjc  —  b; 
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on  aura 


j'=:  I  -I-  2  (j?  —  a)  y/.r  —  b 

I   r  —  n  \ 

y"  =:  2  y/.c  —  b 


2  \Jx  —  b 

[x-aY- 


Faisant  a?=:a,  on  a 

y  =:  a,     y'  r=i  i      et     y"  =  2  y/a  —  b, 

Mais,  si  l'on  réduit. l'équation  proposée  à  cette  forme  rationnelle 

[y  —  x)-z=.  [x  —  a)''  [x  —  b), 
on  en  tirera  l'équation  dérivée 

2[y  —  x]{y'—  i)  =z  [i[x  —  a]^  [x  —  b)  -^  {x  —  a]'- , 

dans  laquelle,  en  faisant  oC  =  a  et  j  =  a,  tout  se  détruit. 

On  passera  donc  à  l'équation  dérivée  du  second  ordre,  laquelle  sera 

[y  —  x) y"  +  {/  —  iy^=  6(x  —  a]^  [x  —  b]  +  8{x  —  a]\ 
Faisant  œ  =  a  et  j=a,  on  aura 

(/' — O'  =  o,     et  par  conséquent     v'==i; 

mais,  pour  avoir  la  valeur  de  y",  il  faudra  avoir  recours  à  l'équation 
tierce,  et  même  à  l'équation  quarte. 
On  aura  ainsi 

[y  —  x]y"'  +  3  [y'  —  i)y"  z^  i'S[x  —  a]-  +  i'i[x  —  a)[x  —  b], 

où  tout  se  détruit  encore  en  faisant  x  =  a,  y  ==  a,  y  =  i . 
L'équation  dérivée  de  l'ordre  suivant  sera  donc 

(j-  — ^)y-^+4(/— i)y"  +  3y'2  =  48(^-a)  +  i2(a'  — 6). 

Faisant  ici  .r  =  a,  y  =  a,y  =  i,  on  aura 

3y"'-=:i2{a—b), 

d'où  l'on  tire 

y"^2\/a—b, 

comme  plus  haut. 
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Nous  ne  pousserons  pas  plus  loin  cette  analyse,  qui  d'ailleurs  n'a 
plus  de  difficultés  d'après  les  principes  établis.  Mais  nous  allons  donner 
à  cette  occasion  la  théorie  de  la  méthode  pour  trouver  la  valeur  d'une 
fraction  dans  les  cas  où  le  numérateur  et  le  dénominateur  deviennent 
nuls  à  la  fois. 

Soit  IrV-T  une  pareille  fraction, /(.r)  et  F  (a;)  étant  des  fonctions  de  oc, 

telles  que  la  supposition  âe  cc  =  a  les  rendent  toutes  deux  nulles  à  la 
fois,  et  que  l'on  demande  la  valeur  de  cette  fraction  lorsque  or  — a. 

On  fera 

/'(  v] 
y  —  -Ly    .  ;     et  par  conséquent    jF(.r)  =/(^)  ; 

en  supposant  x:=a,  cette  équation  se  vérifie  d'elle-même  et  ne  peut 
pas  servir  à  déterminer  la  valeur  de  y.  Mais,  en  prenant  l'équation 
dérivée,  on  aura 

la  supposition  de  x=^a  détruit  le  terme  y  F(a?),  et  le  reste  de  l'équa- 
tion donne 

S'il  arrivait  que  les  fonctions  primes/' (a?)  et  F' (a?)  devinssent  aussi 
nulles  par  la  même  supposition,  on  trouverait  alors  par  le  même  prin- 
cipe, en  substituant  dans  l'équation  ci-dessus /'(a;),  Y'{x),  au  lieu  de 
f{x),  Y[x),  cette  nouvelle  expression  de  j, 


¥'{x) 


On  pourrait  aussi  déduire  la  même  expression  de  l'équation  déri- 
vée trouvée  ci-dessus,  en  considérant  que,  comme  elle  se  vérifie  d'elle- 
même  lorsque  ^  =  rt,  elle  ne  peut  servir  à  la  détermination  de  j;  que 
par  conséquent  il  sera  nécessaire  de  passer  à  la  seconde  équation  dé- 
rivée, laquelle  sera 

y"  ¥[x]  +  -2/  Y\x]  +  y¥'[x)  ^f"[x]. 
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La  supposition  do  x=^a  rendant  nulles  les  fonctions  F(a7)  etF'(a7),  les 
termes  qui  contiennent  y  etj"  s'en  iront  d'eux-mêmes,  et  les  termes 
restants  donneront 

comme  plus  haut. 

Si  la  même  supposition  à.ç,  x=^a  donnait  encore 

f\x)  —  o    et     F'V)=o, 
on  trouverait  de  la  même  manière 

et  ainsi  de  suite. 

D'où  résulte  cette  règle  générale  que,  lorsque  le  numérateur  et  le 
dénominateur  d'une  fonction  de  x  deviennent  nuls  à  la  fois  pour  une 
valeur  donnée  de  x,  il  faut  prendre  à  leur  place  les  fonctions  dérivées 
du  numérateur  et  du  dénominateur,  jusqu'à  ce  qu'on  arrive  à  une  frac- 
tion qui  ait  une  valeur  déterminée  pour  la  même  supposition  de  x. 

On  sait  que  la  formule  — -— —  donne  la  somme  de  la  progression 
géométrique 


X  -\-  X^-\-  X'^ 


Lorsque  x^i,  cette  formule  devient  -•,  on  prendra  donc  les  fonc- 


o 

o 

lions  dérivées  du  numérateur  et  du  dénominateur,  et  on  aura  la  nou- 
velle fraction  - — — — -— >  dont  la  valeur,  lorsque  ^=  i,  est  n. 

Si  l'on  prend   la  fonction  dérivée  de  la  formule  -,   on  a 

^  I  —  X 

r  —  («  -t-  j]  j:"  -4-  nx"+' 


et  celle-ci  exprime  par  conséquent  la  somme  de 


\\-x]- 

la  série 

qui  est  la  fonction  dérivée  de  la  série 


X". 


Lorsque  x  =  i,  la  formule  précédente  devient  -;  on  prendra  donc 
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les  fonctions  dérivées  du  numérateur  et  du  dénominateur,  et  l'on  aura 
la  nouvelle  fraction 

—  n(n  -}-  i] œ"-^  -h  nln-hj] x" 


2    1  —  x\ 


qui,  en  faisant  j;  =  i,  devient  de  nouveau  -•  On  prendra  derechef  les 
fonctions  dérivées  du  numérateur  et  du  dénominateur  de  cette  dernière 
fraction,  et  l'on  aura  celle-ci 

—  «  (  «  +  r  )  (  «  —  I  )  ^«-2  _|_  ,j2  (  /t  4-  I  )  ;r«-  ' 

2 

laquelle,  lorsque  x  —  \,  devient 

—  n  (  /i  -4-  I  )  (  /i  —  \\  -^  n-[n  +  \\        n[n^\] 


somme  de  la  série 

I  +  2  +  3  +.  .  .4-  n. 

On  pourrait  craindre  qu'en  prenant  ainsi  les  fonctions  dérivées  du 
numérateur  et  du  dénominateur,  on  n'eût  toujours  des  fonctions  qui 
devinssent  égales  à  zéro  divisé  par  zéro  pour  la  même  valeur  de  x\ 
mais  il  est  aisé  de  se  convaincre  que  cela  ne  saurait  avoir  lieu.  Car,  si 
a;  =  a  faisait  évanouir  les  fonctions  f{x),  f'{x),  f"[x),  ...  à  l'infini, 
puisqu'on  a  en  général 

f[œ  +  i]  =.f[x]  +  if'[x]  +  |/"{^)  +.  .  ., 

on  aurait,  lorsque  x^=  a, 

quel  que  soit  /,    ce  qui   est  impossible.   11  en   serait  de  même  de 

Il  peut  néanmoins  arriver  que  ces  fonctions  deviennent  à  la  fois 
infinies  par  la  même  supposition  de  a?  =  a,  ce  qui  rendrait  également 

indéterminées  les  valeurs  des  fractions  ~, — ^,5  ,„;"  S  •••;  mais  ce  cas 

l-  ( ^ )     \i  [x] 

l'entre  alors  dans  le  cas  général  que  nous  avons  examiné  plus  haut,  et 
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il  en  faudra  conclure  que  le  développement  des  fonctions  f[x  +  i)  et 
Y[x+i)  contiendra  alors  des  puissances  de  «fractionnaires  ou  néga- 
tives. 

On  substituera  donc  a  -h  «  à  la  place  de  x,  tant  dans  la  fonction  du 
numérateur  que  dans  celle  du  dénominateur,  et  l'on  résoudra  l'une  et 
l'autre  en  série  suivant  les  puissances  ascendantes  de  i\,  on  fera  ensuite 
i  =  o,  après  avoir  divisé  le  haut  et  le  bas  de  la  fraction  par  la  plus 
basse  puissance  de  i-,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  on  n'aura  d'abord 
égard  qu'au  premier  terme  de  chacune  des  deux  séries. 

Soit,  par  exemple,  la  fraction 


\[x  —  y/a  4-  \]x  —  a 

V/^2  _^2 

dont  on  demande  la  valeur,  lorsque  a?  =  a.  On  voit  d'abord  que  cette 
supposition  rend  le  numérateur  et  le  dénominateur  nuls.  Leurs  fonc- 
tions dérivées  sont 

l  \  X 

H r    ■---  et 


2  \Jx        ■i.sja  —  X  sjx'^  —  a2 

qui  deviennent  l'une  et  l'autre  infinies  par  la  même  supposition.  On 
fera  donc  x  :=a  +  i,  et  la  fonction  du  numérateur  deviendra 

sja  -!-«■—  y/a  +  y/7  =  y/<  H =  + . , .  ; 

2  y/a 


la  fonction  du  dénominateur  deviendra 


y/i(2a  4-  i)  =z  \]iai 


w 


2  y/2a 


en  ordonnant  les  termes  suivant  les  puissances  croissantes  de  i.  En  ne 
prenant  que  les  deux  premiers,  on  aura  la  fraction 

y/7    I 

y/2  ai       y/2  a 

pour  la  valeur  cherchée. 

En  général,  une  fonction  de  x  ne  peut  devenir  nulle  lorsque  x  =  a, 

X.  ,T 
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à  moins  qu'elle  ne  contienne  un  facteur  {x  —  a)'",  m  étant  un  nombre 
positif  quelconque.  Donc,  si  deux  fonctions  de  x  deviennent  nulles  par 
la  même  supposition,  il  faudra  qu'elles  contiennent  chacune  un  pareil 
facteur;  et,  pour  trouver  alors  la  valeur  de  la  fraction  formée  de  ces 
deux  fonctions,  il  ne  s'agira  que  de  la  réduire  à  sa  plus  simple  expres- 
sion, en  la  dégageant  du  facteur  commun  au  numérateur  et  au  dénomi- 
nateur. 

Si  donc  on  fait  x  —  a -{-  i,  ce  qui  donne  .r  —  «  =  i,  le  facteur  com- 
mun sera  une  puissance  de  i  qui  s'évanouira  par  la  division,  et  alors  il 
n'y  aura  plus  qu'à  faire  i=  o  pour  avoir  x  =  a. 

Ainsi,  ayant  la  fraction  ^j^^  la  substitution  de  a  -h  i  au  lieu  de  .r 
donnera  d'abord  en  général 


Ffrt)-f-i  F'(a)  +  -¥"{a] 


Si  /(«)  =  o  et  F(a)  =  o,  le  haut  et  le  bas  de  la  fraction  seront  divi- 
sibles par  i,  et  elle  deviendra 

/'(«)  + ^.r(«)+... 

Faisant  ensuite  i=  o  pour  avoir  x  =  r/,  on  aura  ^i^^  pour  la  valeur 
de  la  fraction  proposée,  lorsque  x  =  a. 

Si/'(a)  =  o  et  Y'{a)  =  o,  la  fraction  se  réduira  encore,  et  deviendra, 
par  une  nouvelle  division  par  /", 


:;F"(a)  +  ^F"'i«)-H. 


fia] 
laquelle,  en  faisant  i=  o,  se  réduit  à  ■',      ;  et  ainsi  de  suite. 

On  voit  par  là  la  raison  de  la  règle  donnée  plus  haut,  et  l'on  voit  en 
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même  temps  que  cette  règle  n'est  bonne  que  pour  les  fractions  dont  le 
numérateur  et  le  dénominateur  contiennent  à  la  fois  un  facteur  de  la 
forme  [x  —  a)'",  m  étant  un  nombre  entier  positif.  Aussi  peut-on  tou- 
joui's  résoudre  ces  cas  en  faisant  disparaître  ce  facteur  par  les  règles 
connues,  pour  réduire  la  fraction  à  sa  plus  simple  expression. 

Dans  les  autres  cas  où  in  serait  un  nombre  fractionnaire  ou  négatif, 
la  règle  sera  en  défaut,  et  il  faudra  alors  réduire  les  deux  fonctions 
f{a  4-  /)  et  F(rt  +  i)  dans  les  séries  ascendantes 

OL  i'"  -+-  [3  i"'-^"  4- . . .     el     A  i'"  -+-  B  /'«+/'  + . . . , 

de  sorte  que  l'on  aura 

f[a-h  i]  _  a  -4-  (3 /"  + .  .  . 
F{a+  i)  ~  A-hB//'  +  ...' 

et,  faisant  ?"  =  o,  on  a 

¥{a)        A* 

Si  les  premiers  termes  des  deux  séries  contenaient  des  puissances 
différentes  de  i,  par  exemple,  si,  la  série  du  numérateur  étant  la  même 
que  ci-dessus,  celle  du  dénominateur  était 

Ai> -H  B  ;>+'/  +  . .., 

m  et  /;  étant  des  nombres  quelconques,  mais  n,  q,  .  .  .  étant  positifs 
pour  que  les  deux  séries  soient  toujours  ascendantes,  alors,  faisant 
{ z=  o,  après  avoir  divisé  le  haut  et  le  bas  de  la  fraction  par  la  plus  pe- 
tite des  deux  puissances  i'"  et  i^,  on  aura  ^-M  =  o  ou  ==  oo  suivant 

que  m  >>  ou  </j,  en  regardant  les  nombres  négatifs  comme  moindres 
que  les  positifs.  Mais,  par  ce  que  nous  avons  démontré  plus  haut,  on 
est  assuré  que  ces  cas  n'auront  lieu  que  lorsque  les  valeurs  des  fonc- 
tions dérivées  de/(^)  et  de  F(.r)  deviendront  infinies  en  même  temps, 
par  la  supposition  de  ^  =  «. 

L'analyse  que  nous  venons  de  donner  est  nécessaire  pour  ne  rien 
laisser  à  désirer  sur  la  nature  des  fonctions  dérivées;  mais,  comme 
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elle  ne  regarde  que  la  valeur  de  ces  fonctions  dans  des  cas  particu- 
liers, elle  n'influe  point  sur  la  théorie  générale  des  fonctions,  en  tant 
qu'on  n'y  considère  que  la  forme  et  la  dérivation  des  fonctions,  laquelle 
est  par  conséquent  indépendante  des  exceptions  que  nous  avons  trou- 
vées. 
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LEÇON  NEUVIEME. 


DE  LA  MANIERE  D  AVOIR  LES  LIMITES  DU  DEVELOPPEMENT  D  UNE  FONCTION,  LORSQU  ON 
n'a  ÉGARD  qu'a  UN  NOMBRE  DÉTERMINÉ  DE  TERMES.  CAS  DANS  LESQUELS  LES 
PRINCIPES  DU  CALCUL  DIFFÉRENTIEL  SONT  EN  DÉFAUT.  THÉORÈME  FONDAMENTAL. 
LIMITES  DE  PLUSIEURS  SÉRIES.  MANIÈRE  RIGOUREUSE  d'iNTRODUIRE  LES  FONCTIONS 
DÉRIVÉES  DANS  LA  THÉORIE  DES  COURBES  ET  DANS  CELLE  DES  MOUVEMENTS  VARIÉS. 


Toute  fonction  f{x  +  i)  se  développe,  ainsi  qu'on  l'a  vu,  dans  la 
série 

f[x]  +  if'[x)  +  ^/'»  +  ;^/"'(^)  + . . . , 

laquelle  va  naturellement  à  l'infini,  à  moins  que  les  fonctions  dérivées 
de/(.r)  ne  deviennent  nulles,  ce  qui  a  lieu  lorsque /(a;)  est  une  fonc- 
tion rationnelle  et  entière  de  x. 

Tant  que  ce  développement  ne  sert  qu'à  la  génération  des  fonctions 
dérivées,  il  est  indifférent  que  la  série  aille  à  l'infini  ou  non;  il  l'est 
aussi  lorsqu'on  ne  considère  le  développement  que  comme  une  simple 
transformation  analytique  de  la  fonction;  mais,  si  on  veut  l'employer 
pour  avoir  la  valeur  de  la  fonction  dans  les  cas  particuliers,  comme 
offrant  une  expression  d'une  forme  plus  simple  à  raison  de  la  quan- 
tité i  qui  se  trouve  dégagée  de  dessous  la  fonction,  alors,  ne  pouvant 
tenir  compte  que  d'un  certain  nombre  plus  ou  moins  grand  de  termes, 
il  est  important  d'avoir  un  moyen  d'évaluer  le  reste  de  la  série  qu'on 
néglige,  ou  du  moins  de  trouver  des  limites  de  l'erreur  qu'on  commet 
en  négligeant  ce  reste. 

La  détermination  de  ces  limites  est  surtout  d'une  grande  importance 


86  LEÇONS  SUR  LE  CALCUL 

dans  l'application  de  la  Théorie  des  fonctions  à  l'Analyse  des  courbes 
et  à  la  Mécanique,  pour  pouvoir  donner  à  cette  application  la  rigueur 
de  l'ancienne  Géométrie,  comme  on  le  voit  dans  la  seconde  Partie  de 
la  Théorie  des  fonctions  analytiques. 

Dans  la  solution  que  j'ai  donnée  de  ce  problème  dans  l'Ouvrage 
cité,  j'ai  commencé  par  chercher  l'expression  exacte  du  reste  de  la 
série,  ensuite  j'ai  déterminé  les  limites  de  cette  expression.  Mais  on 
peut  trouver  immédiatement  ces  limites  d'une  manière  plus  élémen- 
taire, et  également  rigoureuse. 

Nous  allons,  pour  cela,  établir  ce  principe  général,  qui  peut  être 
utile  dans  plusieurs  occasions  : 

Une  fonction  qui  est  nulle  lorsque  la  vaiiable  est  nulle  aura  nécessaire- 
ment, pendant  que  la  variable  croîtra  positivement,  des  râleurs  finies  et  de 
même  signe  que  celles  de  sa  fonction  dérivée,  ou  de  signe  opposé  si  la  va- 
riable croît  négativement,  tant  que  les  valeurs  de  la  fonction  détivée  con- 
serveront le  même  signe  et  ne  deviendront  pas  infinies. 

Ce  principe  est  très  important  dans  la  théorie  des  fonctions,  parce 
qu'il  établit  une  relation  générale  entre  l'état  des  fonctions  primitives 
et  celui  des  fonctions  dérivées,  et  qu'il  sert  à  déterminer  les  limites 
des  fonctions  dont  on  ne  connaît  que  les  dérivées. 

Nous  allons  le  démontrer  d'une  manière  rigoureuse. 

Considérons  la  fonction  /"(a;  +  i),  dont  le  développement  général  est 

f[x)  +  if[x]+'^f"[a:]  +  .... 

Nous  avons  vu,  dans  la  Leçon  précédente,  que  la  forme  du  dévelop- 
pement peut  être  différente  pour  des  valeurs  particulières  de  x;  mais 
que,  tant  que/'(.j:')  ne  sera  pas  infinie,  les  deux  premiers  termes  de  ce 
développement  seront  exacts,  et  que  les  autres  contiendront  par  con- 
séquent des  puissances  de  i  plus  hautes  que  la  première,  de  manière 
qu'on  aura 

f[x  +  i)=f[x)+i\_f'[x)  +  \l 
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V  étant  une  fonction  de  x  et  i,  telle  qu'elle  devienne  nulle  lorsque 
i  =  o. 

Donc,  puisque  V  devient  nul  lorsque  «devient  nul,  il  est  clair  que,  en 
faisant  croître  i  par  degrés  insensibles  depuis  zéro,  la  valeur  de  V  croî- 
tra aussi  insensiblement  depuis  zéro,  soit  en  plus  ou  en  moins,  jusqu'à 
un  certain  point,  après  quoi  elle  pourra  diminuer;  que  par  conséquent 
on  pourra  toujours  donner  à  i  une  valeur  telle  que  la  valeur  corres- 
pondante de  V,  abstraction  faite  du  signe,  soit  moindre  qu'une  quan- 
tité donnée,  et  que  pour  les  valeurs  moindres  de  /  la  valeur  de  V  soit 
aussi  moindre. 

Soit  D  une  quantité  donnée  qu'on  pourra  prendre  aussi  petite  qu'on 
voudra;  on  pourra  donc  toujours  donner  à  i  une  valeur  assez  petite 
pour  que  la  valeur  de  V  soit  renfermée  entre  les  limites  D  et  -  1); 
donc,  puisqu'on  a 

/(.rH-0-/(^)-/[/'(^)  +  V], 

il  s'ensuit  que  la  quantité /(.r +  /) —/(j:)  sera  renfermée  entre  ces 

deux-ci 

'[/'(■^)±»]- 

Comme  cette  conclusion  a  lieu  quelle  que  soit  la  valeur  de  .r, 
pourvu  que  /'(^)  ne  soit  pas  infinie,  elle  subsistera  aussi  en  mettant 
successivement 

X  -h  i,  X  -^  o.i,  ^  +  3 /,    .  . . ,  X  +  [ii  ~  \)i 

à  la  place  de  ,r;  de  sorte  qu'on  pourra  toujours  prendre  /  positif  et 
assez  petit  pour  que  les  valeurs  des  quantités 

f[x  +  -ii)-f[x  +  i), 
f[x+  3/j-/(^  +  a/), 


f[:r  +  ni)-f[xA-[n-\)i] 
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soient  renfermées  respectivement  entre  les  limites 

,-[/'(^)±D], 
,[/'(^  +  /)±D], 


/[/'[x  +  («-i)/]±D], 

en  prenant  ponr  D  la  même  quantité  dans  chacune  de  ces  limites,  ce 
qui  est  permis,  pourvu  qu'aucune  des  quantités 

f'[x],f'[x  +  i),f'[x  +  ^i],    ...,/'[^ +  («-')'■] 

ne  soit  infinie. 

Donc,  si  toutes  ces  dernières  quantités  sont  de  même  signe,  c'est- 
à-dire,  toutes  positives  ou  toutes  négatives,  il  est  facile  d'en  conclure 
que  la  somme  des  quantités  précédentes,  laquelle  se  réduit  à 

f[x  +  m]-f[x), 

aura  pour  limite  la  somme  des  limites,  c'est-à-dire  les  quantités 

//'(  x)  +  if'[x  +  /)  -f-  if'[x  +  2«)  + . . .  +  if  [.r  +  {n-i]i\±.  niD. 

Si  donc  on  prend  la  quantité  arbitraire  D  moindre  que  la  somme 

•      /'(^)  +/'(-^  +  i)  +/'(^  -\-ii)  +  ...  +/'[^  +  («-!)/] 
divisée  par  n,  abstraction  faite  du  signe  de  cette  somme,  la  quantité 
ji^x -[- ni)  —  f[x)   sera  nécessairement   renfermée   entre   zéro   et  la 
somme 

ii[f'[x]  +  f'[x  +  i)  +  f'[x  +  ii)  +  .  .  .+  f'\_x  +  [n  -  x]i^\ 

Donc,  si  P  est  la  plus  grande  valeur  positive  ou  négative  des  quan- 
tités 

f'[x],f'[x-^i],   ...,/'[^  +  (n-i)/], 

la  quantité /(.r  +  ni)  —f{x)  sera,  à  plus  forte  raison,  renfermée  entre 
zéro  et  iniV. 
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Or,  comme,  en  prenant  «  aussi  petit  qu'on  voudra,  on  peut  en  même 
temps  prendre  n  aussi  grand  qu'on  voudra,  on  pourra  supposer  in 
égale  à  une  quantité  quelconque  :;,  positive  ou  négative,  puisque  la 
quantité  i  peut  être  prise  positivement  ou  négativement. 

La  quantité /(.r  4- «/) —/(r)  deviendra  ainsi  /(.r  h- 3)  — /(,r),  et 
pourra  représenter  une  fonction  quelconque  de  z,  qui  s'évanouit 
lorsque  s  =  o,  la  quantité  x  pouvant  maintenant  être  regardée  comme 
une  constante  arbitraire.  De  même,  la  quantité  f'[.x-\-m)  deviendra 
f\x-\-z),  et  représentera  la  fonction  dérivée  de  la  même  fonction 
de  z,  puisque /'(.r  +  -)  est  également  la  fonction  dérivée  de  /(.r  -\-  z), 
soit  par  rapport  à  x,  soit  par  rapport  à  z. 

On  peut  donc  conclure  en  général  que,  si  /'(.ic  -h  c)  a  constamment 
des  valeurs  finies  et  de  même  signe,  depuis  s  =  o,  et  que  P  soit  la 
plus  grande  de  ces  valeurs,  abstraction  faite  du  signe,  la  fonction  pri- 
mitive dont  il  s'agit  sera  renfermée  entre  o  et  2cP;  par  conséquent 
elle  aura  toujours  aussi  des  valeurs  finies,  et  de  même  signe  que  la 
fonction  dérivée  si  z  est  positive,  ou  de  signe  différent  si  z  est  néga- 
tive. 

Dans  le  Calcul  différentiel,  la  conclusion  précédente  est  une  suite 
immédiate  et  nécessaire  de  la  manière  dont  ce  Calcul  est  envisagé,  et 
elle  se  présente  même  sans  aucune  limitation  relativement  aux  va- 
leurs infinies;  mais  nous  allons  voir  qu'elle  est  souvent  en  défaut  à 
cet  égard,  ce  qui  servira  à  montrer  la  nécessité  d'une  analyse  plus 
rigoureuse  que  celle  qui  sert  de  base  au  Calcul  différentiel. 

En  effet,  si  y  est  une  fonction  de  :;,  sa  fonction  dérivée,  suivant  la 

notation  de  ce  Calcul,  sera  représentée  par  -^-5  et  y,  intégrale  de  dy, 
est  regardée,  par  les  principes  mêmes  du  Calcul,  comme  la  somme  de 
tous  les  éléments  infiniment  petits  dy,  ou  -r-dz;  par  conséquent,  si 

dr 
y  ^  o  lorsque  z  =^  o,  y  sera  la  somme  de  tous  les  éléments  -frr/z  qui 

répondent  à  tous  les  éléments  de  :;.  D'où  l'on  est  en  droit  de  conclure 

.  dr  • 

que,  si  —  a  toujours  des  valeurs  positives,  depuis  :;  =  o  jusqu'à  une 

X.  12 
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valeur  quelconque  positive  de  z,  tous  les  éléments  -p^^--  étant  positifs, 

la  valeur  de  y  répondant  à  cette  valeur  de  z  sera  nécessairement  posi- 
tive. 

(Cependant,  si  l'on  a,  par  exemple, 

I  I 

•^        a  —  z       a 

a  étant  une  constante  quelconque  positive,  on  aura  J  =  o  lorsque 
:::  ^  o,  et  la  valeur  de  ■—-  sera,  par  les  règles  connues  de  la  différen- 

tiation, -^-  Cette  valeur  est  constamment  positive,  quelle  que 

[a       z  j- 

soit  la  valeur  de  5;  il  faudrait  donc  que  la  valeur  de/  fût  toujours 
positive,  ce  qui  n'est  pas;  car,  en  prenant  z  plus  grand  que  a,  y  de- 
vient négative.  Ainsi  les  principes  du  Calcul  différentiel  sont  en  défaut 
dans  ce  cas. 

Suivant  le  principe  (jue  nous  venons  d'établir,  la  valeur  de  y  ne 

sera  nécessairement  positive  qu'autant  que  la  fonction  dérivée  -^  ne 

sera  pas  infinie  dans  l'étendue  de  la  valeur  de  z.  Or,  -~  étant  égale  à 

--,  elle  devient  infinie  lorsque  g  =  «.  Donc  les  valeurs  dejse- 


i  a  ■ 

ront  nécessairement  positives  depuis  3  =  0  jusqu'à  g  =  «;  mais  elles 

pourront  ne  pas  l'être  lorscjue  s>>rt,  quoique  les  fonctions  dérivées 

-r  soient  touiours  positives. 

Voici  maintenant  comment  le  principe  dont  il  s'agit  s'applique  à  la 
détermination  des  limites  du  développement  àe  f[x  +  i). 

Soient  d'abord  p  et  q  les  valeurs  de  x  ■+-  i  qui  rendent  la  fonction 
dérivée /'(^- +  î)  la  plus  petite  et  la  plus  grande,  en  regardant  x 
comme  donné,  et  faisant  varier  i  depuis  zéro  jusqu'à  une  valeur  quel- 
conque donnée  de  /.  Donc /'(/?)  sera  la  plus  petite  valeur  de  /'{■^'-hi), 
eÀ  f'{q)  en  sera  la  plus  grande;  par  conséquent,  /'(.r  +  i)  —f\p)  et 
f'{(])  —/'{■^  -t-  ')  seront  toujours  des  quantités  positives. 

Regardant  ces  deux  quantités  comme  des  fonctions  dérivées,  rela- 
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tives  à  la  variable  i,  leurs  fonctions  primitives,  prises  de  manière 
qu'elles  soient  nulles  lorsque  i=^  o,  seront,  à  cause  de  x,  p  et  q  sup- 
posées constantes, 

f[x  +  i)-f[x)-if'[p)     et     if'[q)-f[x  +  i)+f[x). 

Ainsi,  pourvu  que  /'(.r  H-  i)  ne  soit  jamais  infinie  depuis  i  =  o  jus- 
qu'à la  valeur  donnée  de  i,  ce  qui  aura  lieu  si  f'{p)  et  f'{q)  ne  sont 
point  des  quantités  infinies,  on  aura  par  le  principe  précédent,  si  i 
est  positif, 

f[x^i]-f[x)-if'{p)>o     et    f[x]-f[x  +  i]  +  if'{q]>o, 
d'où  l'on  tire 

f[^  +  i)>f[^)  +  if'[p)     el    f[x  +  i)<f[x]  +  if'[q]. 

Supposons  ensuite  que/;  et  q  soient  les  valeurs  de  x -\- i  qui  ren- 
dent la  fonction  dérivée  du  second  ordre /"(.r  +  i)  la  plus  petite  et  la 
plus  grande,  en  faisant  varier  i  depuis  zéro  jusqu'à  une  valeur  donnée; 
on  aura  /"(/;)  et/"[q)  pour  la  plus  petite  et  la  plus  grande  valeur  de 
f"[x  -F-  i);  par  conséquent,  f"[x  4-  i)  —f"[p)  et  f"{q)  —f'\x  +  /)  se- 
ront toujours  des  quantités  positives. 

Regardant  ces  quantités  comme  des  fonctions  dérivées  relatives  à  la 
variable  i,  leurs  fonctions  primitives,  prises  de  manière  qu'elles  soient 
nulles,  lorsque  ?  =  o,  seront 

■  />  +  ')-./"(^)-'r(/^), 

Donc,  pourvu  que/"(.r4-?)  ne  soit  jamais  infinie  dans  toute  l'é- 
tendue de  i,  ce  qui  revient  à  ce  que /"(/j)  et  /"(^)  ne  soient  point 
infinies,  ces  deux  quantités  seront,  par  le  même  principe,  toujours 
positives  et  finies,  i  étant  supposé  positif;  et  en  les  regardant  comme 
des  fonctions  dérivées  relatives  à  /,  leurs  fonctions  primitives,  prises 
de  manière  qu'elles  soient  nulles  lorsque  /—  o,  seront,  à  cause  de  x. 
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l>  et  q  supposées  constantes, 


f[a:  +  i)-f[x)-if'[x]-'-^r-yp), 


Ces  nouvelles  quantités  seront  donc  aussi,  par  le  même  principe, 
toujours  positives;  on  aura  ainsi 

f{x  +  /)  -f[x]-  if'[x]  -  '-^/"[p]  >  o, 
f[x)  -f[x  +  /)  +  if'[x]  +  '-^f"[q]  >  o, 


■2 


d'où  l'on  tire 


f[a;  +  i)>f{x]  +  if'[x)+'^f"{p), 


fl^  +  i)<:f{a:)  +  if'{x)+'-f"{q] 


Si  l'on  suppose,  en  troisième  li(!U,  que  p  et  g  soient  les  valeurs  de 
■i-  +  i  qui  rendent  la  fonction  tier'ce  /'"{■r  +  /)  la  plus  petite  et  la  plus 
grande,  ?  =  o  jusqu'à  une  valeur  donnée  de  /,  on  aura  les  deux  quan- 
tités depuis /'"(^  -H  i)  —f"'[p)  et /'"{(/)  — /'"(x  +  i) ,  qui  seront  néces- 
sairement positives  dans  toute  l'étendue  de  /.  Donc,  en  les  regardant 
comme  des  fonctions  dérivées  relatives  à  la  variable  i,  leurs  fonctions 
primitives,  prises  de  manière  qu'elles  soient  nulles  lorsque  i=  o,  seront 

f"^:r+i]-f"[x)-if"'{p), 

ir[q)-f"[^  +  i)+f"[^); 

et  ces  quantités  seront,  par  le  même  principe,  toujours  positives  et 
Unies,  pourvu  que/"'(.r  -h  i)  ne  soit  jamais  infinie  dans  toute  l'étendue 
(l(^  /,  c'est-à-dire,  pourvu  que  /"'(/^)  et/"'{r/)  ne  soient  point  infinies. 

Donc,  en  regardant  de  nouveau  ces  dernières  quantités  comme  des 
fonctions  dérivées  relatives  à  i,  leurs  fonctions  primitives,  prises  de 
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manière  qu'elles  soient  nulles  lorsque  «  =  o,  seront 

f'[:r+i)-r[x]~if"[x]-'^r[p), 

lesquelles  seront  par  conséquent  aussi  toujours  positives  et  finies,  en 
vertu  (lu  même  principe. 

Enfin,  regardant  encore  ces  nouvelles  quantités  comme  des  fonc- 
tions dérivées  relatives  à  /,  leurs  fonctions  primitives,  prises  de  ma- 
nière qu'elles  soient  nulles  lorsque  /=  o,  seront 


f[x  +  i)  -f[x)  -  if'[x]  -  -f"[x)  -  -:^f"\p]. 


Ces  quantités  seront  donc  encore  positives  par  le  même  principe; 
ainsi  on  aura 

f[x  +  /)  -f[x)  -  {f'[x]  -  '-^/"[x]  -  A-^r[p]>  o, 

f[x)  -f[x  +  /)  +  if[x)  +  '^f"[x)  +  ^f"'[q)>  o; 
d'où  l'on  tire 

f[x + i) <f[x)  +  if'ix]  +  tf"[x)  +  ^r(</),  " 

et  ainsi  de  suite. 

Nous  avons  supposé  dans  ces  développements  i  positif;  si  i  était 
négatif,  ou  bien  si  l'on  changeait  i  en  —  i,  alors  on  trouverait  pour 
premières  limites  de  /(a;  —  i) 

f[x~i]<Zf[^-]-if'[p], 
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On  trouverait  ensuite  pour  secondes  limites 

f[,:-i)<Cf[x]-if'{x)+'lf"[p], 

/(^-/)>/(x)-//'(^)  +  Ç/"(</), 

et  ainsi  des  autres. 

Donc,  en  général,  la  quantité /(o^  +  ?'),  soit  que  i  soit  positif  ou 
négatif,  sera  toujours  renfermée  entre  ces  deux-ci  : 

en  prenant  pour/;  et  q  les  valeurs  de  ^  +  i,  qui  répondent  à  la  plus 
petite  et  à  la  plus  grande  des  valeurs  de  f^[x  -+-  i),  dans  toute  l'éten- 
due de  ?',  depuis  t  =  o,  pourvu  que  les  deux  quantités /i^(/?)  etf^{q) 
ne  soient  pas  infinies. 

Au  reste,  il  est  facile  de  voir,  par  l'analyse  précédente,  qu'on  n'est 
pas  astreint  à  prendre  pour  /'^(/;)  et/^{(j)  la  plus  petite  et  la  plus 
grande  valeur  ûe  f^{x  -+-  i),  mais  qu'on  peut  prendre  à  leur  place  des 
valeurs  quelconques  plus  petites  que  la  plus  petite,  et  plus  grandes 
que  la  plus  grande;  ce  qui  peut  servir,  dans  nombre  de  cas,  à  faciliter 
beaucoup  la  détermination  des  limites. 

J'observerai  ici,  quoique  cela  ne  soit  presque  pas  nécessaire,  que 
j'entends  toujours  par  quantités  plus  grandes  ou  plus  petites  absolu- 
ment celles  qui  sont  plus  avancées  vers  l'infini  positif  ou  vers  l'infini 
négatif;  ainsi,  si  a  >  b,  on  aura  —  a  <^  —  b,  etc. 

L'analyse  précédente  redonne,  comme  l'on  voit,  successivement  les 
termes  du  développement  de  /{x  -+- 1);  mais  elle  a  l'avantage  de  ne 
développer  cette  fonction  qu'autant  que  l'on  veut,  et  d'offrir  des  limites 
du  reste. 

En  effet,  si  dans  le  développement  de/(.r-i-  /)  on  veut  s'arrêter  au 
terme  p^'"^,  pour  avoir  les  limites  du  reste  du  développement,  il  n'y  a 
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qu'à  considérer  le  terme  suivant,  qui  serait  de  la  forme 


et  y  mettre  à  la  place  de/'^(a-)  la  plus  grande  et  la  plus  petite  valeur 
de  /^{.T  -hi),  en  faisant  varier  ?"  depuis  zéro,  ou  bien  des  quantités 
quelconques  plus  grandes  ou  plus  petites  que  la  plus  grande  et  la 
plus  petite  valeur  de  /^{•r  -+-  i).  Si  ces  deux  valeurs,  ou  l'une  d'entre 
elles,  étaient  infinies,  il  n'y  aurait  point  alors  de  limites;  c'est  aussi  le 
cas  où  le  développement  deviendrait  fautif,  parce  que  la  valeur  de 
f^{x  -h  i)  serait  infinie  dans  quelque  point. 

En  général,  on  peut  avoir  de  la  même  manière  les  limites  des  va- 
leurs de  toute  fonction  dont  on  ne  connaîtra  que  la  fonction  dérivée 
d'un  ordre  quelconque.  On  examinera  la  marche  de  la  fonction  dérivée 
depuis  l'origine  de  la  variable,  et,  si  elle  ne  devient  jamais  infinie,  on 
y  appliquera  immédiatement  les  formules  précédentes,  où  i  est  la  va- 
riable, et  X  peut  être  une  constante  quelconque.  Si,  au  contraire,  la 
fonction  dérivée  devient  infinie  pour  certaines  valeurs  de  la  variable, 
on  partagera  cette  variable  en  autant  de  parties  séparées  par  les  termes 
auxquels  répondent  les  valeurs  infinies  de  la  fonction,  et  l'on  appli- 
quera séparément  les  mêmes  formules  à  chacune  de  ces  parties. 

Supposons,  pour  donner  quelques  exemples. 


on  aura 
et  de  là 


et  en  général 


ou 


f{x-hi)  =  {x  +  i]"^, 
f[x)  =  x"', 

f'[x)  =  DIX"'-', 

f"[x]  =  m[m  —  i)x'"--, 
f"'[x)—  in[m  —  i)(w  —  a);r"  -3, 

fv-[x]  =  'Mx'"-^, 

M  —-  m[m  —  i]{m  —  7.).  .  .{m  —  y  -h  i), 
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comme  on  l'a  vu  dans  la  Leçon  II.  On  aura  donc 

où  l'on  voit  que  cette  fonction  ne  peut  jamais  devenir  infinie  tant  que 
r  +  ;■  n'est  pas  =  o  et  que  a  n'est  pas  >  m.  On  voit  aussi  que  la 
plus  petite  et  la  plus  grande  valeur  de  M(.r  +  i)'"-^  répondent,  l'une  à 
/  =  o,  et  l'autre  à  i\  de  sorte  que  les  valeurs  p  et  q  seront  x  Qi  x  -{-  i, 
ou  ^  +  /  et  T. 

Donc,  en  général,  le  développement  de  [x  -\-  i)'"  sera  compris  entre 
ces  deux  limites 


X'"  -+-  mix"'  - 

mini  —  i)  ., 

.  H r, X"'~V; 

•2  .  3  .  .  .  pt 

2 

x"'  -h  niix'"- 

m  (m  —  il  .„ 

'  H ^  l^X'"--  +  . 

.H r. —     X  ■+-  l]"'-V- 

2  2  .  û  .  .  .  jU. 

Par  le  moyen  de  ces  limites,  on  est  h  couvert  des  difficultés  qui  peu- 
vent résulter  de  la  non-convergence  de  la  série;  car,  comme  un  terme 

m  —  71  -t-  I    / 

—  •> 

n  X 


quelconque  «"""^  est  au  suivant  dans  le  rapport  de  i  à 


pour  que  la  série  soit  convergente,  il  laut  que  la  quantité » 

abstraction  faite  du  signe  qu'elle  doit  avoir,  soit  moindre  que  l'unité. 
Si  -  <  I,  il  est  clair  (jue  la  série  finira  toujours  par  être  convergente, 

puisque  la  dernière  valeur  de  est  —  i.  Mais  elle  sera  tou- 


jours divergente  à  son  extrémité,  si  -  >■  i ,  quoiqu'elle  puisse  être  con- 
vergente dans  ses  premiers  termes.  Ainsi  elle  ne  pourra  alors  être 
employée  avec  sûreté,  quelque  loin  qu'elle  soit  portée,  qu'en  ayant 
égard  aux  limites  que  vous  venons  de  donner. 
Supposons,  en  second  lieu, 

on  aura 
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et  de  là 

f'[x]^a-la,    f"[x)  =  a-'[laY-,    f'"[x)  =  a^[laY,     .... 

Donc,  en  général, 

fv-[x  -\-i)  —  a-''+'[la)\>-, 

OÙ  l'on  voit  que  la  plus  petite  et  la  plus  grande  valeur  répondent  aussi 
à  i  =  o  et  à  /.  Ainsi  on  aura,  en  faisant  ^  =  o, 

I  +  ila  +  ~(laY  -V  -^AlaY  +  ...^ 5^^^  (/a)^ 

2^  2.3  2.3.  ..fA 

i  +  ila  +  -[laY+  Aï(/«)3  +  ...H :^ [laYa', 

2    ^        '  2.3  2  ..)...  p. 

pour  les  limites  de  la  valeur  de  «',  où  l'on  pourra  prendre  dans  le 
dernier  terme,  au  lieu  de  a',  une  quantité  quelconque  plus  grande. 
Soit,  en  troisième  lieu,      , 

f{x-hi)  =  l{x-hi); 
on  aura 

f[x)  =  lx,    /'(^)=^.     /"(^)  =  -^,     f'"[x)=^,      ...; 

îA--  tAj  %Aj 


donc. 


le  signe  supérieur  étant  pour  le  cas  de  fx  impair,  et  l'inférieur  pour 
le  cas  de  \j.  pair. 

Il  est  clair  que,  pourvu  que  x  -\-  i  ne  soit  pas  égal  à  zéro,  la  quan- 
tité/"^(.r -i- «)  ne  sera  jamais  infinie,  et  que  sa  plus  grande  valeur  et 
sa  plus  petite,  relativement  à  i,  répondront  à  «  =  o  et  à  i. 

On  aura  donc,  par  la  formule  générale,  ces  deux  limites,  pour  la 
valeur  de  l{x  +  i), 

Ix-i i  +  T-7  -•••±  — r:' 

X  2X^  OX-*  [JLX^ 

i  i-  «■■'  ,  iv- 

Ix  -\ 


X       rtx'^       ix^       '"'       [j.[x -\- i]V- 
X.  i3 
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où  l'on  pourra  mettre  à  la  place  de  i  une  valeur  quelconque  plus 
grande  dans  le  dénominateur  [x  +  iy. 
Soit,  en  quatrième  lieu, 

f[x-\-  i)  =  sin(^  +  i]  ; 
on  aura 

f[x)=i?,\nx,    f'[a:)=:cosx,    f"{x]^  —  sinx,     ...; 

donc,  en  général, 

/['■[x-hi)  —  dzsin{x  -i-  i)  ou  =±cos(.r  +  /), 

suivant  que  p,  sera  de  l'une  de  ces  formes,  /in,  4'^-+-  2,  /[n-hi,  /\n  -h  3, 
n  étant  un  nombre  entier  quelconque;  ce  qu'on  peut  renfermer  dans 
cette  expression  générale 

fv-[x-\-  i]=z  sin(^  +  /  +  [xD], 

D  étant  l'angle  droit. 

Or,  quelles  que  soient  les  valeurs  de  x  et  i,  il  est  visible  que  la  plus 
grande  et  la  plus  petite  valeur  de/^{x  -+-  i)  seront  i  et  —  i;  ainsi  on 
aura,  pour  le  développement  de  &ïn{x  -h  i),  ces  limites 

smiz;  ■+- 1  cosx sm^ r:  cos^ 


2  2.3  2 . 3 ...  p. 

Si  l'on  fait  x  =^  o,  on  aura 


2.3       2.3.4-5 
et,  si  l'on  fait  a;  =  D,  on  aura 


«2  j4  i[A 

I 1 ^-y  —  .  .  .Zt  r J 

2  2.3.4  2.3...^ 


pour  les  limites  de  sin«  et  cosi,  où  il  faudra  prendre  pour  [j.  le  nombre 
immédiatement  plus  grand  d'une  unité  que  l'exposant  de  i,  dans  le 
terme  auquel  on  voudra  s'arrêter. 
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Nous  avons  donné,  à  la  fin  de  la  Leçon  VII,  la  série  du  développe- 
ment de/(r  +  i),  en  supposant  y  =  tanga;  et/(j)  =  a-,  et  nous  avons 
trouvé  en  général 

yH-(jy)  33 dz  a.S. .  .  (|7.  —  i)  cosH-^r  X  sin  ou  cos^j-x. 

Donc,  on  aura  aussi 

/l^(j-+  /)  =  dz  2.3. .  .(|7.  —  i)  cosi^z  X  sin.  ou  cosij.z, 

en  faisant  j  -h  /  —  tangs,  c'est-à-dire 

langz  =  tang^  +  /. 

Or,  quels  que  soient  j  et  /,  il  est  visible  que  la  plus  petite  et  la  plus 
grande  valeur  de  cos^z  x  sin  ou  cos;^-^  seront  —  i  et  i  ;  d'où  Ton  peut 
d'abord  conclure  que  la  série  est  vraie  pour  des  valeurs  quelconques 
de  X  et  i,  et  que,  si  l'on  veut  arrêter  la  série  au  ternie  p.'^'"^,  le  reste 

de  la  série  sera  nécessairement  renfermé  entre  les  limites  rh  — • 

Ainsi,  en  faisant  ^  =  o,  on  aura  ces  limites 

/3  /.-,  /;;.+  ( 

arc  lansi  ^  i  —  ^  -{-  -^  —  . .  .dz , 

3        5  IX-+-1 

où  y.  est  l'exposant  du  terme  auquel  on  veut  s'arrêter. 

Nous  finirons  par  remarquer  que  les  mêmes  formules  peuvent  servir 
à  développer  une  fonction  quelconque,  suivant  les  puissances  de  sa 
variable;  car  en  faisant  x  =  o,  /{œ  -\-  i)  devient  simplement /(«')  et 
peut  représenter  une  fonction  quelconque  d'une  variable  i. 

Or  il  est  visible  que  les  valeurs  àe  f[x),  f'[x),  f"[x),  ..  .,  lorsque 
jT  =  o,  doivent  coïncider  avec  celles  def{i),f'{i),/"{i),  . . .,  lorsque 
i=  o. 

Donc,  si  l'on  dénote  simplement  par yj /',/",  ...  les  valeurs  de 

/(0'/'(^^'/  (0'  •••'  lorsque  i  =  o,  on  aura  en  général 
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et  si  l'on  veut  s'arrêter  au  terme  a'*'"^,  alors,  comme  le  terme  suivant 


serait 


2.3.4.  •  -l^ 


/^ 


il  n'y  aura  qu'à  substituer  à  la  place  de  /^  la  plus  grande  et  la  plus 
petite  valeur  de/^{i),  ou  des  valeurs  plus  grandes  ou  plus  petites  que 
celles-ci,  et  l'on  aura  les  limites  du  reste  du  développement. 

Ainsi  le  développement  sera  exact  tant  que  ces  limites  auront  des 
valeurs  finies.  Si  l'une  d'elles  devenait  infinie,  le  reste  de  la  série 
pourrait  aussi  devenir  infini,  et  le  développement  deviendrait  fautif. 
11  faudra  donc  alors,  ou  s'arrêter  à  un  terme  précédent,  ou  n'attribuer 
à  i  que  des  valeurs  telles,  que  /^{i)  ne  devienne  pas  infinie  depuis 
i  =z  o  jusqu'à  cette  valeur. 

Puisque  ces  limites  répondent  à  la  plus  grande  et  à  la  plus  petite 
valeur  def^{i),  en  prenant  i  depuis  zéro  jusqu'à  la  valeur  donnée,  il 
est  clair  que  la  valeur  exacte  du  reste  du  développement  de  la  fonc- 
tion/(/)  répondra  à  une  valeur  intermédiaire  de  /^{i),  qui  pourra 
être  représentée  par/i^(y),  en  prenant  pour  y  une  quantité  entre  zéro 
et  i.  Il  suit  de  là  qu'on  pourra  toujours  représenter  d'une  manière  finie 
le  développement  d'une  fonction  quelconque  /{i),  en  y  introduisant 
une  quantité  inconnue  j  moindre  que  i.  Ainsi  on  a  ce  théorème  analy- 
tique, remarquable  par  sa  simplicité, 

/(-i=/+.-/'+|/'+^/-+...+.^3'^;;_„/^-+;:^/^(yi. 

où/,  /',/",  . . .  sont  les  valeurs  de/{i),  f'{i),  f"[i),  ••,  en  y  faisant 
i=z  o,  l'exposant  [j.  étant  quelconque. 

On  a  par  là  une  démonstration  rigoureuse  de  cette  proposition  qu'on 
s'était  contenté  de  supposer  jusqu'ici  :  savoir  que,  dans  le  développe- 
ment d'une  fonction,  on  peut  donner  à  la  variable,  suivant  laquelle  est 
ordonné  le  développement,  une  valeur  assez  petite  pour  qu'un  terme 
quelconque  de  la  série  soit  plus  grand  que  la  somme  de  tous  ceux  qui 
le  suivent;  car  il  est  clair  qu'il  suffit  pour  cela  de  faire  voir  qu'on  peut 
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toujours  prendre  «  assez  petit  pour  que  l'on  ait 


2.3. ..(p.  —  i]  i.'i .  .  .jj. 

condition  qui  se  réduit  à  celle-ci 

à  laquelle  il  est  visible  qu'on  peut  toujours  satisfaire  en  diminuant  la 
valeur  de  i,  pourvu  qu'on  n'ait  pas/i^"'  =  o. 

On  peut  démontrer  de  la  même  manière  cette  autre  proposition,  que, 
si  l'on  a  deux  fonctions  différentes  /(i)  et  F(i),  qui  soient  telles  que 
les  [JL  premiers  termes  du  développement  de  /{i)  soient  respectivement 
égaux  aux  [/.  premiers  termes  du  développement  de  Y{i),  on  peut,  en 
diminuant  la  quantité  /,  rapprocher  assez  près  les  valeurs  de  ces  deux 
fonctions,  pour  que  la  valeur  d'aucune  autre  fonction,  comme  (p(0»  ne 
puisse  jamais  tomber  entre  ces  valeurs,  si  les  p.  premiers  termes  du 
développement  cp(/)  ne  coïncident  pas  aussi  avec  ceux  du  développe- 
ment àe/{i)  et  de  F(i);  car  la  différence  F(«)— /(«)  se  réduira,  par 
l'hypothèse,  à 


1.6 . . .^ 


OÙ  la  quantité  j  pourra  être  différente  dans  les  deux  fonctions,  mais 
toujours  y  ■<?;  au  lieu  que  k  différence  fj^{i)—/{i)  sera  de  la  forme 


iv- 


1  étant  <;  II.;  d'où  l'on  voit  qu'en  diminuant  la  valeur  de  i,  le  rapport 
de  cette  différence  à  la  première  deviendra  toujours  plus  grand,  à 
moins  que  l'on  n'ait  aussi  o^  =/''-,  etc. 

C'est  sur  ces  principes  qu'est  fondée  l'application  rigoureuse  de  la 
théorie  des  fonctions  dérivées  aux  parties  de  la  Géométrie  et  de  la  Mé- 
canique, pour  lesquelles  on  emploie  le  Calcul  différentiel.  Soit /"(a?) 
l'ordonnée  d'une  courbe  dont  x  est  l'abscisse;  prenons  une  nouvelle 
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abscisse  i,  qui  commence  oi:i  finit  l'abscisse  x,  que  nous  regarderons 
maintenant  comme  constante;  l'ordonnée  correspondante  sera 

Arrêtons-nous  aux  premiers  termes,  et  supposons  l'équation 

z=f[x)  +  if'{x], 

entre  l'abscisse  i  et  l'ordonnée  s;  cette  équation  sera  une  ligne  droite 
qui  passe  par  le  point  de  la  courbe  qui  répond  à  l'abscisse  x,  et  qui 
est  inclinée  à  l'axe  d'un  angle  dont/(^)  est  la  tangente. 

Comme  les  deux  termes  de  l'ordonnée  de  cette  droite  coïncident 
avec  les  deux  premiers  termes  de  celle  de  la  courbe,  il  sera  impossible 
qu'aucune  autre  droite  passant  par  le  même  point  de  la  courbe  puisse 
passer  aussi  entre  elle  et  la  droite  dont  il  s'agit;  celle-ci  sera  donc  la 
tangente  de  la  courbe  au  même  point,  de  manière  qu'en  appelant  /  la 

sous-tangente,  on  aura  en  général  ^  =/'(^),  et  de  là  /  =  jr^^  =  y 

Prenons  maintenant  les  trois  premiers  termes  du  même  développe- 
ment, et  considérons  la  courbe  dont  l'équation  entre  l'ordonnée  z  et 
l'abscisse  i  serait 

on  aura  une  parabole  dont  l'axe  est  parallèle  aux  ordonnées,  et  dont 

le  paramètre  est  -jiri—.' 

Cette  parabole  passera  par  le  point  de  la  courbe  proposée  qui  répond 
à  l'abscisse  x,  et  aura  la  même  tangente  qu'elle,  parce  que  les  deux 
premiers  termes  de  son  équation  coïncident  avec  ceux  de  l'équation 
de  la  courbe;  et,  comme  les  troisièmes  termes  coïncident  aussi,  il  s'en- 
suit qu'aucune  autre  parabole  ne  pourra  passer  entre  celle-ci  et  la 
même  courbe  :  ce  sera,  par  conséquent,  la  parabole  qu'on  nomme 

osculatnce,  et  qui  aura   ,.„^    .  ou  —,  pour  paramètre. 
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Comme  c'est  ordinairement  au  cercle  qu'on  rapporte  la  courbure 

des  courbes,  pour  avoir  le  rayon  de  courbure,  on  supposera  que  la 

courbe  proposée  est  un  cercle  dont  l'équation  générale  est,  comme 
l'on  sait, 

ainsi  on  aura 

y=  b  -h  s]r-  —  [x  —  aY^=f[x], 

d'où  l'on  déduit,  en  prenant  les  fonctions  dérivées, 

\l r^  —  [x  ■ —  a]- 
f  = J=/"(-^)- 

Si  l'on  détermine,  par  ces  trois  équations,  les  valeurs  de  a,  b,  r 
en  X,  /{oc),  f'{oc),  f"{oc),  on  aura  non  seulement  le  rayon  r  du  cercle 
osculateur,  mais  aussi  la  position  du  centre  de  ce  cercle  par  les  deux 
coordonnées  a,  b,  qui  seront  en  même  temps  celles  de  la  développée; 
car  alors  les  trois  premiers  termes  du  développement  de  y  dans  le 
cercle  coïncideront  avec  les  trois  premiers  termes  du  développement 
de  y  dans  la  courbe  proposée. 

On  aura  aussi,  pour  une  courbe  quelconque, 


3 

r=.~ 

(i-f-r'2)" 

y"      ' 

a^z  X 

r'(n-.r'') 

r" 

h  —  y 

l  +j'2 

r 

On  peut  pousser  plus  loin  cette  théorie  des  osculations,  comme  nous 
l'avons  fait  dans  les  n"*  117  et  suivants  de  la  Théorie  des  Fonctions  ana- 
lytiques. 

Si  l'on  considère  l'espace  décrit  par  un  mobile  comme  fonction  du 
temps  employé  à  le  parcourir,  et  qu'on  nomme  x  le  temps  et  y  l'es- 
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pace,  l'équation  y  =/(^)  exprimera  la  nature  du  mouvement.  Soit  z 
l'espace  décrit  dans  le  temps  i  qui  commence  au  bout  du  temps  jc; 

on  aura 

z=f[a;  +  i)-f[x), 

et  par  le  développement 

.  =.-/'(^)  +  ^r(^)  +  ^/'"(x) +.  .  .; 

ne  prenons  dans  cette  expression  de  z  que  le  premier  terme,  et  con- 
sidérons un  autre  mobile  dont  le  mouvement  serait  représenté  par  l'é- 
quation 

u  =  if'[x) 

entre  l'espace  u  et  le  même  temps  i-,  ce  mouvement  sera  uniforme  avec 
la  vitesse  f'{oc).  Comme  la  valeur  de  u  est  exprimée  par  un  terme  qui 
est  le  même  que  le  premier  terme  de  la  valeur  de  z,  il  suit  de  ce  que 
nous  avons  démontré,  en  général,  que,  dans  les  premiers  instants  du 
temps  if,  ce  mouvement  uniforme  approchera  plus  du  mouvement  dont 
il  s'agit  qu'aucun  autre  mouvement  uniforme;  car  on  pourra  toujours 
prendre  le  temps  «  assez  court  pour  que,  entre  les  espaces  parcourus 
en  vertu  de  ces  deux  mouvements,  il  ne  puisse  être  parcouru  unifor- 
mément, dans  le  même  temps,  aucun  espace  moyen  avec  une  autre 
vitesse  que /'(^).  Donc  on  pourra  regarder /'(oc)  comme  l'expression 
de  la  vitesse  de  tout  mouvement  représenté  par  l'équation  y  =f[x), 
au  bout  du  temps  x. 

Si  l'on  prend  les  deux  premiers  termes  de  l'expression  de  z  pour 
l'espace  décrit  par  un  autre  mobile  dans  le  même  temps  i,  la  formule 

représentera  un  mouvement  composé  d'un  mouvement  uniforme  avec 
la  vitesse/'(.a?),  et  d'un  mouvement  uniformément  accéléré  produit  par 
une  pression  ou  force  accélératrice  constante /"(a;),  comme  l'expérience 
le  prouve  dans  le  mouvement  des  graves. 
Les  termes  de  la  valeur  de  u  étant  les  mêmes  que  les  deux  premiers 
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termes  de  l'expression  générale  de  z,  on  conclura  des  mêmes  principes 
établis  ci-dessus,  et  par  un  raisonnement  semblable  au  précédent, 
que,  dans  les  premiers  instants  du  temps  i,  ce  nouveau  mouvement 
approchera  du  mouvement  représenté  par  l'équation 

z=zf{x^-i)-f[x],     OU     y=f[x], 

plus  qu'aucun  autre  mouvement  semblable,  de  manière  qu'on  pourra 
prendre  /'(j:)  pour  la  vitesse,  et /"(^)  pour  la  force  accélératrice  au 
commencement  du  temps  i,  c'est-à-dire  au  bout  du  temps  x.  Donc, 
en  général,  y  étant  l'espace  décrit  et  exprimé  en  fonction  du  temps, 
y'  sera  la  vitesse,  et  y"  la  force  accélératrice  nécessaire  pour  ce  mou- 
vement. 

Ceci  a  lieu  naturellement  dans  les  mouvements  rectilignes;  mais,  en 
considérant  les  mouvements  curvilignes  comme  composés  de  recti- 
lignes, on  en  déduit  les  lois  des  vitesses  et  des  forces  dans  toutes 
sortes  de  mouvements. 

Nous  nous  contenterons  ici  d'avoir  fait  voir,  en  deux  mots,  l'usage 
de  notre  théorème  sur  les  limites  du  développement  des  fonctions, 
dans  l'application  des  fonctions  dérivées  à  la  Géométrie  et  à  la  Méca- 
nique; et  nous  renverrons  ceux  qui  désireront  un  plus  grand  détail 
à  la  seconde  Partie  de  notre  Théorie  des  Fonctions  analytiques. 
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LEÇON  DIXIÈME. 


DES    EQUATIONS    DERIVEES    ET    DE    LEUR    USAGE    POUR    LA    TRANSFORMATION 
DES    FONCTIONS.    ANALYSE    DES    SECTIONS    ANGULAIRES. 


Jusqu'à  présent  nous  n'avons  considéré  les  fonctions  dérivées  que 
comme  servant  à  la  formation  des  séries  d'où  elles  tirent  leur  origine; 
mais  ces  fonctions,  considérées  en  elles-mêmes,  offrent  un  nouveau 
système  d'opérations  algébriques,  et  sont,  pour  ainsi  dire,  la  clef  de 
la  transformation  des  fonctions. 

Lorsqu'une  fonction  d'une  variable  est  présentée  sous  deux  formes 
différentes,  en  égalant  ces  expressions,  on  a  ce  qu'on  appelle  une  équa- 
tion identique,  à  cause  de  l'identité  de  la  valeur,  laquelle  doit  par  con- 
séquent avoir  lieu  indépendamment  de  la  variable,  c'est-à-dire,  quelle 
que  soit  cette  variable;  ainsi  elle  aura  lieu  en  attribuant  à  la  variable 
un  accroissement  quelconque  i. 

Soit 

f[a:)  =  o 

une  pareille  équation  identique;  on  aura  donc  aussi 

f[x  +  i)  —  o, 
savoir,  en  développant. 


i- 


f[x]  +  if'[x)+'-f"[x 


2 


quel  que  soit  /;  donc  on  aura  séparément 

f[x)  =  o,    f'[x)  =  o,    f"[x)^o, 
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d'où  il  suit  que  l'on  aura  la  même  équation  en  prenant  les  fonctions 
dérivées  d'un  ordre  quelconque. 

Supposons  maintenant  une  équation  comme 

entre  deux  variables  x  et  y,  par  laquelle  l'une  y  doive  être  fonction 
de  œ.  Il  est  évident  qu'en  regardant  y  comme  une  fonction  de  x,  dé- 
terminée par  cette  équation,  l'équation 

sera  identique  et  aura  lieu  indépendamment  de  x;  donc  l'équation 
subsistera  aussi  entre  les  fonctions  dérivées  d'un  ordre  quelconque. 

En  prenant  donc  les  fonctions  dérivées  premières,  secondes,  etc.,  de 
chaque  terme,  on  aura  autant  de  nouvelles  équations  qui  auront  lieu 
en  même  temps  que  l'équation  primitive  ;  par  conséquent,  toute  com- 
binaison de  ces  équations  aura  lieu  aussi  à  la  fois. 

Nous  nommerons  en  général  équations  dérivées  du  premier  ordre,  du 
second  ordre,  etc.,  ou  simplement  équations  primes,  secondes,  etc.,  non 
seulement  les  équations  dérivées  qu'on  obtient  en  prenant  les  fonc- 
tions primes,  secondes,  etc.  de  tous  les  termes  d'une  équation  re- 
gardée comme  primitive,  mais  encore  les  équations  qu'on  pourra  for- 
mer par  une  combinaison  quelconque  de  l'équation  primitive  et  de  son 
équation  prime,  ou  de  ces  deux-ci  et  de  l'équation  seconde,  etc. 

Ainsi,  l'équation  primitive  contenant  a;  et  j,  l'équation  dérivée  du 
premier  ordre,  ou  équation  prime,  contiendra  x,  y  et  j';  l'équation 
dérivée  du  second  ordre,  ou  équation  seconde,  contiendra  x,  y,  y' 
et  j";  et  ainsi  de  suite. 

Si,  au  lieu  de  regarder  y  comme  fonction  de  x,  on  regardait  au  con- 
traire X  comme  fonction  de  r,  l'équation  prime  serait  entre  r,  x  et  x' , 
l'équation  seconde  serait  entre  y,  x,  x'  et  x",  et  ainsi  de  suite;  et,  par 
le  principe  exposé  dans  la  Leçon  VII,  on  pourra  toujours  transformer 
un  de  ces  systèmes  d'équations  dérivées  dans  l'autre. 

Pour  montrer  d'abord  par  quelques  exemples  l'usage  des  équations 
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dérivées  dans  la  transformation  des  fonctions,  je  considérerai  les  fonc- 
tions sin^  et  cos^,  dont  nous  avons  donné  les  fonctions  dérivées  dans 
la  Leçon  V,  et  faisant 


j'aurai  d'abord 
par  conséquent 


j=sina.-,     3  =  cos^, 
j'  =  cos:r,     s'  =  — sin^, 

y  =  z.,   z'  =  -r; 


si  on  multiplie  la  première  de  ces  équations  par  \/—  i ,  et  qu'on  l'a- 
joute à  la  seconde,  on  aura 

d'où  l'on  tire  l'équation 

z'-{-y'\/—i        I 

7=^  =  V-'- 


Or,  nous  avons  vu  dans  la  Leçon  VI  que,  si  7:»  est  une  fonction  quel- 
conque de  X,  ^  est  la  fonction  dérivée  de  Ip;  ainsi 

sera  l'équation  primitive  d'où  la  précédente  peut  être  censée  dérivée; 
la  quantité  k  est  la  constante  arbitraire  que  nous  avons  vue,  à  la  fin  de 
la  même  Leçon,  pouvoir  toujours  s'ajouter  à  la  fonction  primitive 
d'une  fonction  dérivée  donnée,  et  qui  sert  à  lui  donner  toute  la  géné- 
ralité dont  elle  est  susceptible.  11  serait  inutile  d'ajouter  de  même  une 
constante  au  premier  membre  de  l'équation,  parce  qu'elle  se  fondrait 
dans  l'autre  par  la  simple  transposition  dans  le  second  membre. 

Mais>  cette  constante  étant  jusqu'ici  arbitraire,  il  faut  la  déterminer 
conformément  à  la  nature  des  fonctions  j  et  z. 

Pour  cela,  j'observe  qu'en  faisant  ^  =  o  on  a 

sin^  =  o     el     cos^  =  i;     donc    y^o,     z  =  i. 
Il  faudra  donc  que  l'équation  que  nous  venons  de  trouver  satisfasse  à 
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ces  suppositions;  or  elle  devient  dans  ce  cas  l\^k;  et,  comme  /i 
est  =  o,  on  aura  /•  ^  o. 

L'équation  sera  donc  simplement 

et,  passant  de  là  aux  exponentielles, 

e  étant,  comme  nous  le  supposons  toujours,  le  nombre  dont  le  loga- 
rithme hyperbolique  est  l'unité.  Remettant  pour  y  et  z  leurs  valeurs 
sin^  et  cosx,  on  aura  cette  formule  remarquable 

cosjc  +  sin  X  \J—  I  =  e'^v'-* , 

laquelle,  à  cause  de  l'ambiguïté  du  radical  y^— i,  donne  également 
celle-ci 

cos:r  —  sin  JT  v^ —  i  =  e  •^v'-ï  ; 

et  ces  deux,  combinées  ensemble,  suffisent  pour  déterminer  les  va- 
leurs de  smx  et  cos.jt.  On  aura,  en  effet,  après  les  avoir  ajoutées  ou 
retranchées, 

f>x\P\  _^  e—r-f^ 
cos:c= ■ 5 

'2 

sin^  = — 

Ainsi  les  sinus  et  cosinus  se  trouvent  exprimés  par  des  exponen- 
tielles imaginaires,  ce  qu'on  peut  regarder  comme  l'une  des  plus  belles 
découvertes  analytiques  qu'on  ait  faites  dans  ce  siècle. 

Ces  formules  peuvent  aussi  se  déduire  immédiatement  de  la  compa- 
raison des  séries  qui  expriment  les  fonctions  sin^,  cosa?  et  e^,  et  que 
nous  avons  trouvées  plus  haut  (Leçons  IV  et  VI).  C'est  de  cette  ma- 
nière qu'Euler  les  a  données  dans  le  Tome  VU  des  Miscellanea  Beroli- 
nensia;  mais,  dans  son  Introdiictiu,  il  les  déduit  des  expressions  algé- 
briques des  sinus  et  cosinus  des  angles  multiples,  par  une  réduction 
ingénieuse,  mais  dépendante  de  la  considération  des  quantités  infinies 
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et  infiniment  petites,  et  que  nous  avons  tâché  de  rendre  rigoureuse 
dans  la  Théorie  des  Fonctions  (n""  22  et  25). 

Comme  ces  mêmes  séries  avaient  été  données  par  Newton  dans  son 
Commerce  avec  Oldenburg,  et  étaient  ainsi  connues  avant  la  fin  du  siècle 
dernier,  on  aurait  pu  dès  lors  parvenir  aux  formules  dont  nous  parlons, 
et  donner  par  là  à  la  théorie  des  sections  angulaires  la  perfection 
qu'elle  n'a  acquise  que  cinquante  ans  après  par  les  Ouvrages  d'Euler. 

L'expression  des  arcs  en  logarithmes  imaginaires  remonte,  à  la  vé- 
rité, au  commencement  de  ce  siècle,  et  c'est  une  des  plus  belles  dé- 
couvertes de  Jean  BernouUi,  qui  l'a  donnée  en  peu  de  mots  dans  les 
Mémoires  de  l'Académie  des  Sciences  de  1702.  Il  y  était  parvenu  en  in- 
tégrant par  logarithmes  l'élément  de  l'arc  exprimé  par  la  tangente, 
comme  Leibnitz  avait  trouvé  la  série  qui  exprime  l'arc  par  la  tangente, 
en  intégrant  le  même  élément  par  série. 

Cette  découverte  conduisait  aussi  naturellement  aux  mêmes  formules 
exponentielles;  mais  elle  est  restée  longtemps  stérile,  et  ce  n'est  que 
lorsque  ces  formules  ont  été  connues  par  d'autres  voies,  qu'on  a  vu 
qu'on  pouvait  les  tirer  immédiatement  de  l'intégration. 

L'équation 


où  le  radical  \j—  i  peut  avoir  également  le  signe  -h  et  —,  donne  toute 
la  théorie  du  calcul  des  angles.  Car,  en  multipliant  cette  équation  par 

l'équation  semblable 

COSJ-+  sinj\/—  1  =  erV-', 
on  a 

(cos^i'  +  sin^v/—  i)(cosj  +  sinjy/—  i)  =  ef'^^+r'v/-'. 

Mais,  en  mettant  dans  la  même  équation  a;  -h  y  à  la  place  do  x,  on 

a  aussi 

cos(jr  -\-x)  +  sin(.r +j)y/^  =  e(-';+r)V^. 

Donc,  en  comparant  et  développant  le  produit,  on  a 

CCS  :c  ces/  —  sin  :r  sin  j  -1-  (  CCS  07  sin  r  -+-  CCS  j  sin  ;r  )  y/—  I 

=  cos(^  H-jr)  -f-  ?\x\[x  ^y]sj—  I  ; 
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et,  comme  cette  équation  doit  avoir  lieu  pour  les  deux  signes  de  V—  i , 
il  s'ensuit  qu'on  aura  séparément 

CCS  X  CCS j  —  sin  x  sin  r  ■=  ces  (  x  +  y] , 
CCS  X  sin  j  +  sin  ^  cos  j  =  sin  (  x  +  j) , 

formules  qu'on  démontre  par  la  Géométrie,  et  qui  sont  le  fondement 
de  toute  la  théorie  des  angles. 

La  même  équation,  en  élevant  les  deux  membres  à  une  puissance 
quelconque  m,  donne 

Donc  aussi,  en  mettant  dans  l'équation  primitive  mx  à  la  place  de  x 
et  comparant,  on  a 

(cos^  +  sin:r  ^ —  i)'"^  cosinx  -\-  s'xnmx  \J —  i, 

formule  remarquable  autant  par  sa  simplicité  et  son  élégance  que  par 
sa  généralité  et  sa  fécondité. 

Il  paraît  que  Moivre  est  le  premier  qui  ait  trouvé  cette  belle  for- 
mule; on  voit,  par  les  Miscellanea  analytica,  qu'il  y  a  été  conduit  par  la 
considération  des  sections  hyperboliques  comparées  aux  sections  cir- 
culaires. Maintenant  elle  est  devenue  une  vérité  élémentaire,  qu'on 
démontre  par  le  moyen  des  valeurs  de  sin(.r  +  y)  et  cos(^  +  y)  que 
donne  la  Géométrie,  en  considérant  le  produit  des  formules  sem- 
blables 

cosx -I- sin^  V^— I     et     cosj)^  +  sin j- \/ — i, 

lequel  se  réduit  à  cette  formule  semblable 

cos(^  +  j)  +  sin(j:  +  j)  v'—  1  ; 

et  c'est  à  Euler  qu'on  doit  d'avoir  transporté  ainsi  dans  les  Éléments 
une  formule  d'une  si  grande  utilité. 

Il  est  vrai  que  de  cette  manière  on  ne  peut  la  démontrer  que  pour  des 
valeurs  rationnelles  de  m\  mais  il  en  est  ici  comme  dans  la  formule  du 
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développement  du  binôme,  et  en  général  dans  toutes  les  formules  qui 
contiennent  une  indéterminée  qui  peut  être  un  nombre  quelconque 
rationnel;  ce  n'est  que  par  la  considération  des  fonctions  dérivées 
qu'on  en  peut  prouver  la  généralité  pour  une  valeur  quelconque  de  la 
même  quantité. 

En  prenant,  dans  la  formule  que  nous  venons  de  trouver,  le  radical 

\/—  i  en  plus  ou  en  moins,  on  a  ces  deux-ci 

cosmx  -+-  s'mmx  \J—  i  =  (cosx  +  sin^\/—  ')'"> 
cosmx  —  s'minx  \j'—  i  =;(cos.r  —  sin^  v^—  i)'", 

d'où  l'on  tire  aisément 

cos:p  -4-  sinr  v/—  i)"'  +  (cos^  —  sinx  v^—  i)'" 


cosmx  = 


(cosji-  +  sinx  J—  i)'"  —  (cos^  —  sin^v^ —  i) 
sm  m  X  = — : r • 

2  V^ —  I 

Si  l'on  développe  les  puissances  m'*'™^'  par  la  formule  du  binôme,  les 
imaginaires  disparaissent,  et  l'on  a  ces  expressions  en  série 

fn{m  —  i) 
cosm;c=:  cos'":r ^^ ^  cos'"~-^  sin- x 

cos'"~^a;  sin''x  —  . .  . , 


2.3.4 

mi  m  —  i){m  —  2)  „       ., 

smmx  =  m  008"^^'.^  sm.r cos'"~^.r  sm^x-  +  .  . . . 

■2.6 

Ces  deux  formules  avaient  été  données  dès  1701,  par  Jean  Ber- 
noulli,  dans  les  Actes  de  Leipzig,  mais  sans  démonstration,  et  on  voit, 
]xir  la  Lettre  129  du  Cormnerciiim  epistolicum,  et  par  le  Traité  des  Sec- 
tions coniques  de  l'Hospital,  qu'ils  les  avaient  trouvées  en  cherchant 
successivement,  pai'  les  théorèmes  connus,  les  valeurs  des  sinus  et 
cosinus  des  angles  doubles,  triples,  etc.,  et  en  observant  l'analogie 
des  termes  de  ces  valeurs  avec  ceux  du  développement  du  binôme. 
En  effet,  si  l'on  fait  successivement  j  =  ^,  2x,  3x,  ...,  dans  les 
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formules  données  ci-dessus  pour  sin(.T+  y)  et  cos(^-hj),  et  qu'on 
substitue  à  mesure  les  valeurs  précédentes,  on  trouve 

C0S2A- =:  cos-^  —  sin-JT, 
sini:);  =  i  cos^  sin^, 
cosSjf  =  cos'x  —  3  cosa"  sin^  j^, 
sin3 X  =  3  cos^^  sin^'  —  sin^^-, 


dont  l'analogie  avec  les  termes  des  puissances  correspondantes  du  bi- 
nôme est  manifeste. 

D'après  cela,  il  est  étonnant  que  Jean  Bernoulli  n'ait  pas  trouvé  les 
expressions  finies  de  '&mmx  et  cosm^,  et  qu'il  ait  fallu  encore  vingt 
ans  pour  qu'on  parvint  à  la  formule  donnée  par  Moivre.  Ainsi  Jean  Ber- 
noulli a  touché  deux  fois  à  la  même  découverte,  et  il  en  a  laissé  la 
gloire  à  ses  successeurs. 

Les  formules  précédentes  renferment  les  puissances  de  smx  et  cosa:- 
mêlées  ensemble;  comme  on  a  toujours 

CCS- A-  +  sin-^  =  I, 

il  est  possible  de  faire  disparaître  toutes  les  puissances  paires  de  sin.r 
ou  de  cosif,  et  d'avoir  des  formules  qui  procèdent  suivant  les  puis- 
sances de  cosx  ou  sinj:. 

Il  serait  difficile  de  parvenir  à  des  séries  régulières  par  la  simple 
substitution;  mais  les  formules  connues 

1  cosx  cosmjc  :=  cos(  m  -f-  i)x  +  ces  [m  —  \)x, 

2  coso;  s'mmx  =  sin(m  +  i)^  +  sin(m  —  i)x 

font  voir  que  les  cosinus  et  sinus  des  multiples  de  x  forment  deux 
séries  récurrentes  dont  l'échelle  de  relation  est  2  cosa:'  —  i. 

Ainsi,  en  partant  des  premières  valeurs  de  cosmoc  et  s'mmx,  lorsque 
/«  =  o  et  m  =  I ,  et  mettant,  pour  plus  de  simplicité,  p  et  (/  sl  la  place 
X.  i5 
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de  cos^  et  sin^r,  on  trouvera  successivement 

COSOOT  =  I, 

CCS  1  X  =  p, 

COSajC  = -2^  COS^     —  C0S0X=:2p^  —  I, 
cos3a?  =  2/>  COSI^— COSX    :=  4/^^  —  3/7, 


d'où  résulte  la  Table  suivante  : 

/  CCS  IX  ^  p, 

\   CCS 2^  :=  ip-  —  I  , 

, ^,  ;  cos?,x  —  ^p^  —  'ip, 

Icos4.^  =  Sp''  —  8p2  +  I, 
cosSo;  =  \6p^  —  îop^  -+-  5p, 

? 

et,  en  général, 

,             ,       ,      „       m(m  — 3),       ,      ,       m(in  —  i]{m  ~  5]  , 
2C0snix  =  {2p)"'  —  m{-îp)"'---{ ^ -[ipf'-^ ^ ^ ■  [ip)'n-^  ■ 

On  trouvera  de  même 

'  sin  I  ,r  =  </, 

sinax  =.  "^.pq, 

sin  3^  =  (4/'^  —  ')?> 

s\n^j[x=z[Sp^  —  ^p)q, 

sin  5  a;  =  [iQp^  —  i-i-p-  +  Oî» 
\ > 

et,  en  général, 

{■zp)"'-'  —  (m  —  i){2.p)'"-^-h [ip]'"--'  — ...  \q. 

Ces  séries  procèdent  suivant  les  puissances  descendantes  de  p;  on 
peut  en  avoir  aussi  qui  procèdent  suivant  les  puissances  ascendantes 
de  p  ou  de  g;  mais  il  faut  alors  distinguer  les  cas  de  m  impair  ou  pair. 

Soit  i"//i  impair;  on  aura 

ces  IX  =:  p, 

cosSjt  =—  (3/7  —  ^p^], 
cos5.r  =j:  5p  —  9.op^  -h-  i6p^. 
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et,  en  général, 


cosm 


"=^H-^-^:H^^-"       .■3.4.5    '>^--l 


le  signe  supérieur  étant  pour  le  cas  où  m  est  de  la  forme  4^^  +  i>  et 
l'inférieur  pour  celui  où  m  est  de  la  forme  [\n  +  3. 
On  aura  de  même,  lorsque  m  est  impair, 

sin  IX  ^=  q, 

sin3.r  =  —  q[i  —  4/>-), 

sin5x  =  q[i  —  i-ip-  +  i6p^), 


et,  en  général, 
smma-dr^l^. ~P-+ —^ P' 3.3.4.5.6 P^ 

OÙ  l'on  observera,  à  l'égard  des  signes  ambigus,  la  même  règle  que 
ci-dessus. 

Soit  2"  m  pair;  on  aura 

C0S-2X  =  —  (1  —  "ip-), 

cos4.2?  =  '  —  Sp-  ■+-  Sp\ 

cos6.r=r— (i  — i8/;2  +  48/?"-  32p^), 


CCS /M; 


et,  en  général, 

Ensuite 

|sin..r  =  ">-pq, 
sin4;t=— (;(4/;-8/?3), 
sin6x  ^  q[6p  —  3ip^  +  32^'»), 


et,  en  général, 

,   r  m[m---4]    ,       mfm2  — 4)(m2  — 16]  "1 


sinmx 
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A  l'égard  des  signes  ambigus,  on  prendra  les  signes  supérieurs 
lorsque  m  est  de  la  forme  [\n-\-  2,  et  les  inférieurs  lorsque  m  est  de 
la  forme  [\n. 

Enfin  on  aura  aussi,  à  cause  de  p"^  =  \  —  q-  :  i"  Pour  le  cas  de  m  im- 
pair, 

ces  \  X  =^  p, 

cos3;f  ^=  p[y  —  4?^)> 

CCS 5^  ^^  p{i  —  i9.q-  +  i6q''), 


et,  en  général, 

r        m2_,  (m2_,)(,„2_p)     ,       (m2  — i)(w2  — q)(m2  — 2.5)  1 


Ensuite 

(H) 

et,  en  général, 

sin  mx  =z  inq  — 

2°  Pour  le  cas  de  m  pair, 


j  sin  i  X  =  q, 
sinSj,'  =^^  3^  —  4</'', 
sin5^  ^  5ç  —  •20(jf"  +  16^5^ 


i  C0S2X  ^  I  —  '2q-, 
|cos4.^  =  '—   8^--i-8ç*, 
cos6^  =  I  —  18^-  +  ^8q''  —  'i^q^. 


et,  en  général, 

1  1.6.1]         '  2.3.4.5.5 

Ensuite 

siii2^r=  'i.pq, 

sin/\x  =zp[^q  —  Sq^), 

sinGx  =z  p[6q  —  3iq'^  +  82^1^), 
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et,  en  vénérai, 


o^ 


sinmx 


r  m(w2_4)  ,„(;^2_4)(,„2_,6)  -] 


J'ai  rapporté  ici  ces  différentes  formules,  parce  que  je  ne  connais 
aucun  ouvrage  où  elles  se  trouvent  réunies,  et  surtout  parce  qu'elles 
nous  fournissent  l'occasion  de  faire  plusieurs  remarques  qui  pourront 
intéresser  les  lecteurs. 

Nous  observerons  d'abord  que  les  formules  des  Tables  (A),  (B),  (H) 
et  (I)  ont  été  trouvées  par  Viète  et  répondent  à  celles  que  l'on  voit  aux 
pages  295,  297  et  299  de  ses  Œuvres  imprimées  à  Leide  en  1646.  11 
faut  seulement  observer  que  Viète  a  considéré  les  cordes  plutôt  que 
les  sinus  ou  cosinus;  or  2  cos-x-  étant  la  corde  du  complément  à  deux 
droits  de  l'angle  20-,  les  quantités  2cos2cr,  2cos3a?,  .  .  .  seront  les 
cordes  des  compléments  des  angles  doubles,  triples,  etc.;  et  la  Table 
(A)  deviendra  celle  de  la  page  295  de  Viète,  en  multipliant  tous  les 
termes  par  2,  et  faisant  2/?  =  N,  (2/?)-  =  Q,  [spY  =  C,  ...,  suivant  sa 
notation. 

A  l'égard  de  la  Table  de  la  page  297  de  Viète,  elle  donne  le  rapport 
des  cordes  des  arcs  doubles,  triples,  quadruples,  etc.,  à  la  corde  de 
l'arc  simple;  et  le  premier  de  ces  rapports  y  est  désigné  par  N,  dont  le 
carré  est  Q,  le  cube  C,  etc.  Ainsi,  en  prenant  2  sin^r  pour  la  corde  de 

1,  •        ,  ^  ,  ,        ^,  sin^^r     sin3x 

lare  simple,  ces  rapports  seront  représentes  par  — : ?  —. ,  •••: 

'■  '  '  '■  *^         sin^       sm.r 

et  la  Table  dont  il  s'agit  s'accordera  avec  la  Table  (B),  en  faisant 

sin  2  ,ic 

—, — ■  =  2/>  =  N  et  divisant  chaque  équation  par  la  première. 

La  Table  de  la  page  299  de  Viète  renferme  les  deux  Tables  (H)  et(I), 
en  multipliant  tous  les  termes  de  ces  Tables  par  2,  et  faisant  2</  =  N, 
{2qY  =  Q. 

Il  m'a  paru  intéressant  de  montrer  ce  que  Viète  avait  fait  sur  l'objet 
dont  il  s'agit,  et  surtout  d'indiquer  lesquelles  des  formules  connues 
pour  la  multiplication  des  angles  lui  sont  dues,  ce  qu'on  n'avait  pas 
encore  fait,  que  je  sache,  d'une  manière  tout  à  fait  exacte. 


118  LEÇONS  SUR  LE  CALCUL 

Au  reste  Viète  n'a  pas  donné  les  formules  générales  de  ces  Tables; 
il  a  donné  simplement  le  moyen  de  les  continuer  aussi  loin  qu'on 
voudra,  en  indiquant  la  loi  des  termes  et  de  leurs  coefficients. 

Dans  les  mêmes  Actes  de  Leipzig  pour  1701,  déjà  cités  plus  haut, 
Jean  Bernoulli  avait -aussi  donné,  sans  démonstration,  une  formule 
générale  pour  les  cordes  des  arcs  multiples,  laquelle  revient  à  celle  de 
la  Table  (B),  en  observant  que  2q  est  la  corde  de  son  complément  à  la 
demi-circonférence. 

Ensuite  Jean  Bernoulli  a  donné,  dans  les  Mémoires  de  l'Académie  des 
Sciences  de  1702,  deux  formules  pour  les  cordes  des  arcs  multiples, 
qui  répondent  aux  formules  générales  des  Tables  (H)  et  (I),  en  obser- 
vant que,  2q  étant  la  corde  de  l'arc  20c,  et  ^p  la  corde  de  son  complé- 
ment, 2  ?,\nma-  sera  la  corde  de  l'arc  m"'"'^  et  2  cosmx  la  corde  de  son 
complément.  Mais  la  première  de  ces  deux  formules  avait  déjà  été 
donnée  par  Newton  dans  sa  première  Lettre  à  Oldenburg,  imprimée 
dans  les  Œuvres  de  Wallis. 

Enfin  nous  remarquerons  qu'il  n'y  a  que  les  formules  générales  des 
Tables  (A),  (B),  (H),  (K)  qui  se  trouvent  dans  Y  Introduction  d'Euler 
(Cbap.  XIV). 

Mais  toutes  ces  formules  n'ont  été  données  ici  que  par  induction, 
ou  bien  en  supposant  que  le  nombre  m  est  un  des  nombres  de  la  série 
1 ,  2,  3,  .  .  .,  de  sorte  qu'on  peut  douter  si  elles  s'appliquent  à  d'autres 
valeurs  de  m. 

De  plus,  si  l'on  considère  les  formules  des  Tables  (A)  et  (B),  on  voit 
qu'à  la  rigueur  elles  vont  à  l'infini,  même  lorsque  m  est  un  nombre 
entier  positif;  car,  en  faisant  /«  ==  i,  la  première  donne 


I  T  a 


et  la  seconde  donne 


sm^ 


f\p'-       idp''      '  '  '' 
valeurs  qui  sont  évidemment  fausses.  Il  en  sera  de  même  en  donnant 


DES  FONCTIONS.  tl9 

à  m  d'autres  valeurs   quelconques  entières    et  positives,  et  tenant 
compte  (le  tous  les  termes  qui  ne  sont  pas  nuls, 

11  est  vrai  que,  par  la  nature  des  Tables  (A)  et  (B)  dont  ces  formules 
ne  sont  que  le  terme  général,  on  ne  doit  y  employer  que  les  termes 
qui  contiennent  des  puissances  positives  de/j;  mais,  comme  les  termes 
qui  suivent  ne  sont  pas  nuls,  on  ne  voit  pas,  a  priori,  pourquoi  Ton  doit 
les  rejeter,  et  l'on  voit  moins  encore  ce  que  la  formule  exprimerait  en 
ne  les  rejetant  pas.  Nous  réserverons  le  dénouement  de  ces  difficultés 
pour  la  Leçon  suivante. 
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LEÇON  ONZIÈME. 

SUITE  DE  l'analyse  DES  SECTIONS  ANGULAIRES,   OU  l'oN  DÉMONTRE  LES  FORMULES 
GÉNÉRALES  DES  TABLES  DONNÉES  DANS  LA  LEÇON  PRÉCÉDENTE. 


Reprenons  les  expressions  générales  de  cosm^  et  smma:  données 
dans  la  Leçon  précédente;  faisant 


cosse  =  p,     et  par  conséquent    s'mx=z  \/i  — p-, 
on  aura 


2  cosm.r  =  {p  -h  \lp'^  —  i)'"  +  (/?  —  \Jp-  —  i)'"> 


2  sin  mx\l  ~i=^{p  -\-  \lp-  —  \)'"  ~[p  —  \jp-  —  i)'" . 

Nous  observerons  d'abord  que  ces  formules  sont  toujours  vraies, 
quel  que  soit  le  nombre  m,  parce  qu'elles  ont  été  déduites  de  l'équa- 
tion générale  _ 

cos^dr  sinx\/—  i  =  e^'^-'V'-i 

élevée  à  la  puissance  m.  Ainsi  les  doutes  qui  pourraient  rester  à  cet 
égard  disparaissent  ici  entièrement. 

Tout  se  réduit  donc  à  développer,  suivant  les  puissances  de  p,  l'ex- 
pression 

(p±v>-  — i)'". 

Comme  les  quantités  p  -+-  sjp^  —  i  et  p  —  sj p^  —  i  sont  les  deux  racines 
de  l'équation 

Z^  —  ^pC  +  I  =  o, 

je  ferai  usage  du  théorème  que  j'ai  démontré  dans  la  Note  XI  de  la 
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Résolution  des  équations  numériques,  sur  la  somme  des  puissances  des 
racines  des  équations. 

Suivant  ce  théorème,  si  l'on  a  une  équation  quelconque  de  la  forme 

u  —  X  +f[x]  =  o, 
où  X  est  l'inconnue,  la  formule 

^,    r.,      s  fin-"')'   fHu)\'  /lu-"']'    fHu)\" 

u-"'  +  {u-'"yf{u)  +  (^^         >^'    ^    >j  +(^^ ^'3        ')    +•••, 

n'étant  continuée  que  tant  qu'il  y  aura  des  puissances  négatives  de  u, 
donne  la  somme  de  toutes  les  racines  élevées  chacune  à  la  puissance 
—  m;  mais,  étant  continuée  à  l'infini,  elle  ne  donne  que  la  même 
puissance  de  la  plus  petite  des  racines.  Les  quantités/^ (?/),  /'("),  ... 
sont  le  carré,  le  cube,  etc.  de /(m);  et  les  traits  appliqués  aux  paren- 
thèses désignent  les  fonctions  dérivées  des  fonctions  de  u  renfermées 
entre  ces  parenthèses. 

Ainsi,  dans  notre  cas,  si  l'on  change  g  en  ^  et  qu'on  divise  l'équa- 
tion par  2p,  coefficient  de  ce,  elle  deviendra 

I  X' 

X  -h  ■ —  =  o, 

np  2/> 

laquelle,  étant  comparée  à 

n  —  X  -\-f[x)  =  o. 


donne 
donc 


u—  — ,     et    f[x]=  — ; 


"ip 


de  manière  que  la  série  précédente  deviendra 


-m\' ,i(,  \  " 


OÙ  il  faudra  faire  m  =  — ,  après  avoir  pris  les  fonctions  dérivées  dési- 

ip      ^  ' 

gnées  par  les  traits  appliqués  aux  parenthèses. 

X.  j6 
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Or 


7^-'«  ■  =  —  mw 


[[u-"']' II'')"  =  {—  mu-"'+^']"=—  m[m  —  5)[m  —  4)m-'»+3, 

Ainsi  la  série  deviendra 

m  m{m—  3]  „       m{m  —  4  U  /?'  —  5 ] 

ip  i.[ip]-  i.à.[ipY 

Faisons  maintenant  u  =  — ,  et  l'on  aura  la  série 

ip 


m(m  —  3)         ,    _,        m  {m  —  ^){m  —  '"^] 


\ip]"'  —  mi-îp]"'^-  -I 5 '-  (2/?)"'-'' ■ ^ •'  (a/jj^-B. 


laquelle,  étant  continuée  seulement  tant  qu'il  y  aura  des  puissances 
négatives  de  — ^  c'est-à-dire  des  puissances  positives  de  ap,  expri- 
mera la  valeur  de 

ce  qui  est  la  même  chose  que  la  valeur  de 


à  cause  de 

{p-hs/p^^){p-~  sip-  -  1  )  =  I . 

Ainsi,  dans  cet  état,  la  série  dont  il  s'agit  donnera  la  valeur  de 
2Q,o&mx,  ce  qui  s'accorde  avec  la  formule  de  la  Table  (A). 

Mais,  si  l'on  continue  la  série  à  l'infini,  alors  elle  ne  donnera  que  la 
valeur  de 

{p-\i'F^^r"\ 


puisque  p  —  sjp'^  —  i  est  la  plus  petite  des  deux  racines;  ou,  ce  qui 
revient  au  même,  elle  donnera  la  valeur  de 
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Pour  nous  convaincre  en  effet  que  la  série  précédente,  prise  dans 
toute  son  étendue,  n'est  que  le  développement  de  cette  quantité,  nous 
allons  chercher  ce  développement  par  une  marche  directe,  ce  qui  ser- 
vira d'exemple  de  la  manière  d'employer  les  fonctions  dérivées  dans 
ces  sortes  de  recherches. 

Supposons  donc  qu'il  s'agisse  de  développer  l'expression 

dans  une  série  descendante  de  la  forme 

Kp"'  +  B/?"'-'  +  dp'"-'-  -!-  J)p"'~^  + . .  .  ; 
si  l'on  divise  de  part  et  d'autre  par/?"",  et  qu'on  fasse  -  =  3,  on  aura 

(i  +  \li  —  z-')"'^k  +  Bz  +  C22  H-  D2S  +  . . . , 

OÙ  l'on  voit  que  la  série  ne  peut  avoir  que  des  puissances  paires  de  z. 
Ainsi,  en  faisant  u  =  z"^,  on  aura  la  fonction 

à  développer  suivant  les  puissances  de  u. 

Donc,  par  la  formule  générale  donnée  à  la  fin  de  la  Leçon  IX,  si 
l'on  fait 

f[u)  =  {i  +  '^T^^)'\ 
on  aura 

où/, /',/",  .  .  .  sont  les  valeurs  de  /("),  /'(«),  /"(«).   •  •  •  lorsque 
u  =  o,  et  forment  ici  les  coefficients  A,  C,  .... 

Ainsi  l'on  trouvera  d'abord /=  2'";  ensuite  on  aura 


/' 

m  (i 
2 

y/r  —  u 

et  de  là 

/'  =  - 

■  m.i^-^, 

et  ainsi  de  suite. 
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On  peut  (le  cette  manière  avoir  successivement  tous  les  coefficients 
de  la  série  ;  mais  on  n'en  aura  pas  la  loi,  ce  qui  est  le  plus  essentiel. 

Pour  la  trouver  d'une  manière  générale,  je  reprends  la  formule  en  p 
et  je  la  suppose  égale  à  y,  ce  qui  me  donne  l'équation 


r  =  {p  +  \'p'' 


Je  remarque  maintenant  qu'un  des  principaux  avantages  des  fonc- 
tions dérivées  est  de  pouvoir  faire  disparaître  dans  les  équations  les 
puissances  et  les  radicaux.  En  effet,  en  prenant  les  fonctions  dérivées 
par  rapport  k  p  et  regardant  y  comme  fonction  de  p,  on  a 


/=m{p  +  ,/]^^^^y"-'  (  .  +  -.1=]  =  m  ^-f^±M 


JV' 


\Jp-  —  V  v//>-  -  • 

cette  équation,  divisée  par  l'équation  primitive,  donne 

y'  m 

multipliant  en  croix  et  carrant,  on  aura 

r'-(/'-  — •)  =  '"-/-• 

Prenant  de  nouveau  les  fonctions  dérivées  par  rapport  à  p,  on  ob- 
tiendra 

'^■X'  y"[p-  —  i)  +  '^■x'^p  =  "y.mP-yy' , 

d'où,  en  divisant  par  iy' ,  résulte  cette  équation  du  second  ordre  en  y 

etp 

m^y  —  py'~-  [p^- -  \)y"=o, 

laquelle  étant,  comme  l'on  voit,  linéaire  par  rapport  à  y  et  dégagée 
de  radicaux,  est  très  propre  au  développement  de  y  en  série. 
En  effet,  il  n'y  a  qu'à  substituer  pour  y  la  série 

A/>"'  -I-  B/)'"-'  +  C/>"'-2  +  Dp">-^  -4-  . . . , 

et  par  conséquent  pour  y' 

mXp'" - '  +  ( wi  —  1  ] By9"'--  +  [m—  2 ) Cp"'~^  -*-..., 
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«;t  pour  y" 

m  [m  —  i]kp"'--  +  [m—  i)(m—  2)B/>'«-3  + 

Ordonnant  les  termes  suivant  les  puissances  de  p,  on  aura 

[m- A  —  mk  —  m(m  —  ijA]/)"' 
-+-[m2.B  _-  (m—  i)B  —  (m—  i  )  (m  —  2)B]/)'«-' 
-t-[m2C  —  (m—  -2)0  —  (m  — 2)(m  — 3)C  -t- m(m  —  i) A]/?'"-^ 
+  [m2D  — (m  — 3)D— (m  — 3)(m  — 4)D  +  (m-i)(m-2)B]/>™-' 
-I- =  o. 

Comme  cette  équation  doit  avoir  lieu  indépendamment  de  />,  il 
faudra  égaler  à  zéro  le  coefficient  de  chaque  terme. 

Le  coefficient  de />'"  disparaissant  de  lui-même,  c'est  une  marque 
que  le  coefficient  A  demeure  indéterminé. 

Le  coefficient  de  /?'""'  se  réduit  à  m^B  — (/?i—  i)-B,  qui  ne  peut 
devenir  nul  à  moins  de  faire  B  =  o.  Or,  B  étant  nul,  il  est  facile  de 
voir  que  les  coefficients  dey"~^  />'""^  ...  ne  pourront  aussi  devenir 
nuls  qu'en  faisant  D  =  o,  F  =  o,  .... 

Maintenant  le  coefficient  de//""*  se  réduit  à 

m- Ça  —  [m  —  aj^C  4-  m(m  —  i)  A, 
celui  de />'""'*  se  réduit  de  même  à 

m^E  — (m  — 4)2E+(m  — '2)(w  —  3)C, 

et  ainsi  des  autres. 

On  aura  donc,  en  réduisant,  les  équations 

4(m—  i)C  +/n(m  —  i)A  =  o, 

8[m  — ^jE^  (m  — 2)(m  — 3)C  =  0, 
i2(m-3)G+  (m-4)(/n-5)E=ro, 


lesquelles  donnent  la  loi  suivant  laquelle  les  coefficients  A,  C,  E,  G,  ... 
dépendent  les  uns  des  autres. 
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On  tire  de  ces  équations 

m  A 

C=--^, 

(/n  —  3)C       wj(m  —  3)A 
E  =  -_^ =  — 478 ' 

^  (w  — 4)(m  — 5)E  m(m  -4]{m~5]\ 


12  [m  —  3)  4-^-''^ 

Or  nous  avons  vu  que  le  premier  coefficient  A  est  égal  à  2'";  ainsi 
on  aura  ce  développement 


/  ; \m      /      ^  ,      \      ^      mini  —  3],      ,      ,       mim  —  i]{m  —  5),      , 


)ni-6  . 


qui  s'accorde  avec  la  série  trouvée  ci-dessus. 

Cherchons  de  même  le  développement  de  {p  —  \/p-  —  i)'"-  Comme 
cette  expression  ne  diffère  de  celle  que  nous  venons  de  traiter  que  par 
le  signe  du  radical,  lequel  ne  se  trouve  plus  dans  l'équation  dérivée 
en  y  dont  nous  avons  fait  usage,  il  s'ensuit  que  la  même  formule,  que 
nous  venons  d'obtenir,  pourra  encore  s'appliquer  à  ce  développement. 
Il  faut  seulement  remarquer  que,  comme  les  premiers  termes  du  ra- 


dical \Jp-  —  I  sont  p 1 ,  le  premier  terme  du  développement 

ip 

dont  il  s'agit  sera  - — — ?  de  sorte  qu'ici  il  faudra  prendre  m  négative- 

ment;  et,  comme  l'équation  dérivée  en  y  ne  contient  que  m^,  on  aura 
nécessairement  la  même  série  en  y  changeant  seulement  m  en  —m, 
ce  qui  suit  d'ailleurs  aussi  de  ce  que 

{p^^-jjTzi-,y"  =  (p^^-^-zr,)~"'; 

on  aura  donc 

/- \m      ,      ^  ,      \        „       /??.(/?;  + 3),      .         ,       /n(m  +  4)(w  +  'j)  ,      . 

v//>-  —  i)    =:{9.p]-'"  H- m  (■2/;)-"'-2  +  —^ i  [ip]-"^-''  4 ! ^'}  '  [ip)-"'- 

Si  maintenant  on  réunit  ces  deux  séries,  on  aura  la  valeur  de  2  cosmx; 
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donc 

/      1      «       m(»?  —  3),      .      ,       mfm  — 4]fw  — '51  ,      , 
■îC0smx  =  [7.p)"'  —  m{oLp)'"-^-\ ■ '-  [2p)"'-'<—  — ^ (2/>)™-6  +  .  .  . 

C'est  le  développement  complet  de  acoswa?  en  puissances  de  cos.r, 
pour  une  valeur  quelconque  de  m. 
Si  maintenant  on  fait  ici  m  =  i ,  on  a 

112  I  T  9, 

"      4/^       i6/7^      6/^p>      '         4/'       ifc>^^       ti^p-' 

où  l'on  voit  que  les  deux  séries  se  réduisent  au  premier  terme  /;. 

En  donnant  à  m  d'autres  valeurs  entières  et  positives  quelconques, 
on  trouvera  toujours  que  la  seconde  série,  qui  contient  les  puissances 
négatives  de  p,  servira  à  détruire  dans  la  première  série  tous  les  termes 
qui  contiendront  ces  mêmes  puissances;  c'est  ce  qu'on  peut  démon- 
trer en  général  par  la  loi  même  des  deux  séries;  de  sorte  que  le  ré- 
sultat se  réduira  aux  seuls  termes  de  la  première  qui  contiennent  des 
puissances  positives  de  p;  ce  qui  revient  à  ne  conserver  dans  cette 
série  que  les  termes  où  p  est  élevée  à  une  puissance  positive,  ou  nulle, 
comme  nous  l'avons  trouvé  plus  haut  a  priori. 

Mais  lorsqu'on  donne  à  m  une  valeur  fractionnaire  quelconque,  les 
deux  séries  ne  se  détruisent  plus,  et  leur  réunion  est  nécessaire  pour 
avoir  la  valeur  complète  de  2  cosmx. 

En  prenant  la  différence  des  deux  séries  au  lieu  de  leur  somme,  on 
aurait  la  valeur  de  smmx\/~i;  mais  sin/fi-x  serait  exprimé  de  cette 
manière  par  des  séries  infinies  et  imaginaires.  Pour  avoir  une  expres- 
sion réelle,  il  suffit  de  considérer  que  la  fonction  dérivée  de  cosmx 
est  —  ms'mmx,  et  que  celle  de  p  est  —  </,  puisque 

^==cos.r    et     q  =  s'mx; 
de  manière  qu'en  prenant  les  fonctions  dérivées  des  séries  trouvées 


sin  nix 
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pour  cosmx,  on  aura  sur-le-champ,  en  changeant  les  signes  et  divisant 
par  '2m, 

r,       N  ,  ^,       X        „       (»î  +  31(m  +  4),       <  1 

—      (2/?)-'«-'  +  (m  +  '2)(2/))-'"-3+   i ^{2p)-"'---{-.  .  .    h 

Cette  expression  se  réduit  aussi  à  une  forme  finie,  lorsque  m  est  un 
nombre  entier,  par  la  destruction  mutuelle  des  termes  qui  contien- 
draient des  puissances  négatives  de/?;  de  sorte  que,  m  étant  un  nombre 
positif  entier,  il  suffira  de  prendre  dans  la  première  série  les  termes 
qui  contiendront  des  puissances  positives  de  p;  ce  qui  s'accorde  avec 
la  formule  de  la  Table  (B). 

Lorsque  m  est  un  nombre  fractionnaire,  les  deux  séries  vont  à  l'in- 
iini,  et,  jointes  ensemble,  elles  donnent  la  vraie  valeur  de  s'mmx  dé- 
veloppée suivant  les  puissances  descendantes  de  cosa;,  comme  cela  a 
lieu  pour  la  valeur  de  cosma:, 

Euler  a  le  premier  reconnu  cette  espèce  d'imperfection  des  formules 
connues  des  Tables  (A)  et  (B);  il  a  fait  voir,  par  une  analyse  à  peu 
près  semblable  à  celle  que  nous  venons  de  donner,  que  ces  formules, 
pour  être  générales  et  applicables  à  des  valeurs  quelconques  de  m, 
doivent  être  complétées  par  des  valeurs  semblables  où  l'exposant  m 
est  négatif. 

J'ai  cru  devoir  entrer  dans  ce  détail  pour  l'instruction  des  jeunes 
analystes,  et  surtout  pour  montrer  que,  si  l'Analyse  parait  quelquefois 
en  défaut,  c'est  toujours  faute  de  l'envisager  d'une  manière  assez  éten- 
due et  de  la  traiter  avec  toute  la  généralité  dont  elle  est  susceptible. 
{Voyez  le  Tome  IX  des  Noi^a  Acta  de  l'Académie  de  Pétersbourg.) 

Nous  venons  de  développer  les  expressions 


{p±sjp^--^r, 

suivant  les  puissances  descendantes  de/?;  on  peut  de  même,  et  par  le 
moyen  de  la  même  équation  dérivée  en  j,  les  développer  suivant  les 
puissances  ascendantes  de  p,  ce  qui  nous  donnera  les  formules  des 
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Tables  (C),  (D),  (E),  (F),  et  pourra  même  servir  à  les  compléter  pour 
toutes  les  valeurs  de  m. 
Supposons  donc,  en  général, 

7  =  A  +  B/?  +  C/>2  -i-  1)^:^3  + . . . . 

Substituant  dans  la  même  équation,  et  ordonnant  suivant  les  puis- 
sances de/?,  on  aura 

m- A  +  aC 

-+-(m2B  -  IB  +  -2.3D)/? 

+  (m^C -2C +3.4E-2C)/J'^ 

+  (m2D-3D  +  4.5F  — 2.3D)/>-= 

+  (m2E-4E-f-5.6G-3.4E)/>'' 

+ =  o. 

Egalant  donc  à  zéro  chacun  des  coefficients  des  puissances  de  />,  ou 

aura,  en  réduisant, 

m-A  -h  2C  =:  o, 

[m"-—   i)B  +  2.3D  =  o, 

(m^--  4)C  +  3.4E  =  o,  ' 

[m"-—  9)0  +  4. 5F  =  o, 
(m2~i6)E  +  5.6G  =  o, 


d'où  l'on  tire,  en  substituant  successivement  les  valeurs  précédentes. 


C=: 

m2A 

! 
2 

D  = 

2. 

-.)B 

3        ' 

E  = 

2.3 

-4)A 

•4      ' 

F=: 

[m-  —  i 

)(m^- 

9) 

B 

2. 

3.4.5 

G=: 

A«2(„î2_4)( 

m 

2 

16 

lA 

2.3.4 

.5 

.6 
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Les  coefficients  A  et  B  étant  restés  indéterminés,  il  faudra  les  déter- 
miner par  la  nature  de  la  fonction  y.  Or  il  est  visible  qu'on  a 

en  faisant/;  =  o.  Ainsi,  puisque  la  fonction/  est  égale  à 

on  aura  d'abord,  en  faisant  />  =  o. 

Ensuite,  en  faisant/;  =  o  dans  la  fonction  dérivée  y'  trouvée  ci-dessus, 
on  aura 

Substituant  donc  ces  valeurs  de  A  et  B,  on  aura  le  développement 
(le  l'expression 

Pour  avoir  celui  de  l'expression 


ip-  s/p--i)'", 


il  n'y  aura  qu'à  prendre  le  radical  \/p'^  —  i  en  moins;  mais,  comme  ce 
radical  n'entre  plus  dans  l'équation  dérivée  en  y,  par  laquelle  nous 
avons  déterminé  les  coefficients  de  la  série,  il  s'ensuit  qu'on  aura  la 
même  série  pour  cette  dernière  expression  que  pour  la  première,  aux 
coefficients  A  et  B  près,  qui  pourront  être  différents;  et  on  trouvera 
ici,  par  le  même  procédé. 

Donc,  puisque  la  somme  de  ces  deux  expressions  donne  la  valeur 
de  2Cosm^,  comme  on  l'a  vu  plus  baut,  on  aura  cette  valeur  en  sub- 
stituant dans  la  série  A-\-Bp -hCp^ -h. . .,  à  la  place  de  A  et  B,  la 
somme  des  deux  valeurs  qu'on  vient  de  trouver,  c'est-à-dire  en  faisant 

B  =  mlv^^n)'"-'  +  m(-  v/=n)'"-'  ; 
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d'où  il  est  facile  de  voir  que,  lorsque  m  est  un  nombre  entier  impair, 
on  aura  A  =  o,  B  =  =t  im,  et,  lorsque  m  sera  pair,  on  aura  A  =  ±  2, 
B  =  o. 

Mais,  pour  avoir  les  valeurs  de  A  et  B  dégagées  d'imaginaires  pour 
toutes  les  valeurs  de  m,  il  n'y  a  qu'à  employer  la  formule  générale 


ces 


X  +  sin  X  y/—  1  )'"  =:;  ces  m  x  -v-  sin  mx  \^  —  i , 


et  y  supposer  x  égal  à  l'angle  droit,  car  alors  cos^  =  o  et  sina7  =  i; 
ainsi,  en  adoptant  l'angle  droit  pour  l'unité  des  angles,  et  prenant  le 
radical  sj—  i  en  +  et  en  —,  on  aura 

(±  V''— 0'"  =  cosOT  drsinmv — i, 

et  les  valeurs  de  A  et  B  deviendraient 

A  =  '2  CCS  m,     B  =^  2/n  cos(m  —  i). 

On  aura  donc  en  général,  pour  un  nombre  quelconque  m, 

Q.O'èmx=i    I p2-{ ^ — ■ — -f-^p* ! ^    /V  ,. P^  -f-...     coswj 

L  2'  2.3.4  2.3.4.5t)  '^  J 


[ 


Tel  est  le  développement  complet  de  co'&mx  en  série  ascendante 
de  p  ou  coso:.  On  voit  que,  lorsque  m  est  un  nombre  entier,  il  y  a 
toujours  une  des  deux  séries  partielles  qui  se  termine,  et  que  l'autre 
qui  irait  à  l'infini  disparaît  parce  qu'elle  se  trouve  toute  multipliée  par 
un  coefficient  cosm  ou  cos(m  —  i),  qui  devient  nul.  On  a  alors  l'une 
ou  l'autre  des  Tables  (C)  et  (E).  Mais,  lorsque  m  est  une  fraction  quel- 
conque, les  deux  séries  vont  à  l'infini,  et  leur  réunion  est  nécessaire 
pour  avoir  la  valeur  complète  de  cos/w^c,  ce  que  personne,  ce  me 
semble,  n'avait  encore  observé. 

En  prenant  les  fonctions  dérivées,  comme  on  a  fait  plus  haut,  pour 
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déduire  la  valeur  de  sinmoc  de  celle  de  cosmx,  on  aura  aussi,  à  cause 
de  p'  —  —  g. 


sinm 


^--['"P-    \.3  'V^+         ,.3.4.5 '-r--\gcosm 

pour  le  développement  complet  de  s'inmx,  quel  que  soit  m;  où  l'on 
voit  que,  lorsque  m  est  un  nombre  entier,  on  a  les  formules  des  Tables 
(D)et(F). 

Il  nous  reste  à  considérer  encore  les  développements  de  cosmx  et 
sinma;,  suivant  les  puissances  ascendantes  de  g,  conformément  aux 
Tables  (G),  (H),  (I),  (K). 

Pour  cela  nous  remarquerons  d'abord  qu'en  faisant  sin^  =  g,  on  a 
eos^  :=  V^i  —  g^,  et  les  expressions  générales  de  cosw^  et  sin/^zx  de- 
viennent 

•2  ces mx  =  { \,/i  —  q-^  -+-  q sf^)'"  -+-  (  y/i  —  q-  —  q sf^ )'", 

2sinmx\/~  i  ={v'i  —  9'^  +  q\/^^)'"  —  {s/T^  q- —  VV^--^)'"- 
Il  ne  s'agit  donc  que  de  développer  les  formules 

en  puissances  ascendantes  de  g. 
Faisons 

on  aura,  en  prenant  les  fonctions  dérivées  par  rapport  k  g, 

^  m(\/i-«y^  +  (yv/^7)"'~'(\/"'^^s/^-<7) 
Vi  — ^- 
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Divisant  cette  équation  par  l'équation  primitive,  on  a 

z' m\J —  i 

multipliant  en  croix  et  carrant,  on  aura 

Prenant  de  nouveau  les  fonctions  dérivées  et  divisant  par  iz',  on 
obtiendra  cette  équation  du  second  ordre  en  z 

m-z  —  qz'  —  [q 

qui  est,  comme  l'on  voit,  entièrement  semblable  à  l'équation  en  y  e[  p 
trouvée  plus  liaut. 
Ainsi,  en  supposant 

z  =  k  +  Bq  +  Cq^-  -]-I)q^  +  .  .  . , 

on  trouvera  les  mêmes  valeurs  des  coefficients;  mais,  comme  les  deux 
premiers  A  et  B  demeurent  indéterminés,  ils  pourront  être  différents, 
à  raison  de  la  diversité  des  fonctions  r  et  -  en  p  et  en  q. 

Pour  trouver  ici  ces  deux  coefficients,  ce  qu'il  y  a  de  plus  simple, 
c'est  de  chercher  par  le  développement  actuel  les  deux  premiers  termes 
de  la  série.  Or,  puisque  \/i  —  (f  donne 

2 

il  est  évident  que  les  deux  premiers  termes  de 

H-  q  v/^  —  ^  + 
1 


sont  I  +  mq\]—  i ;  ainsi  l'on  aura 

A  =  I,     B  :=  m  y/—  i. 


\dk  LEÇONS  SUR  LE  CALCLL 

Le  développement  de 

{\/i-fj--g\/-i)'" 

sera  le  même  en  changeant  seulement  V—  i  en  —  v^—  i  ;  ainsi  l'on  aura, 
relativement  à  ce  développement, 

A  =  1,    B  =  —  m  y/—  I. 

Donc,  pour  avoir  la  somme  des  deux  développements,  il  n'y  aura 
qu'à  prendre  pour  A  et  B  la  somme  des  deux  valeurs  correspondantes, 
ce  qui  donne 

A  :=  2,      B  :=  o. 

Et,  pour  avoir  la  différence  des  mêmes  développements,  on  prendra 
la  différence  des  valeurs  correspondantes  de  A  et  B,  ce  qui  donnera 

A  =  o,     B  =  2mv' — I. 

Faisant  ces  substitutions,  on  aura  donc,  en  divisant  par  2  et  par 

2  y/—  1, 


m- 


m2(m2  — 4)    ^_   m^fm^  — 4)(m'^  — 16) 


cosm^=  I a-  -\ ^ — r— 7 — -q^ „    .  ^  ,. q"  -i-. .., 

2   ^  2.3.4  2.3.4.5.6 

mini-  —  i]    „       mim^ — ijfm^  —  q)    ^ 
^mmx=mq-      \^        q^  +  ^3^^       -- r  -  ■  •  •  • 

Ces  formules  sont,  comme  l'on  voit,  les  mêmes  que  celles  des 
Tables  (I)  et  (H);  mais,  par  la  manière  dont  nous  venons  de  les  trou- 
ver, on  voit  en  même  temps  qu'elles  sont  générales  pour  des  valeurs 
quelconques  de  m.  Cependant,  comme  la  première  ne  se  termine  que 
lorsque  m  est  un  nombre  entier  pair,  et  que  la  seconde  ne  se  termine 
(jue  lorsque  m  est  un  nombre  entier  impair,  elles  ne  peuvent  servir 
pour  la  section  des  angles  que  dans  ces  cas;  mais  on  peut,  en  prenant 
les  fonctions  dérivées,  comme  nous  l'avons  fait  ci-dessus,  déduire  de 
cesmêmes  formules  d'autres  formules  qui  se  termineront  justement  dans 
les  cas  où  celles-ci  vont  à  l'infini.  Pour  cela,  on  se  rappellera  que  les 
fonctions  dérivées  de  cosma;  et  ^mnix  sont  —  m&mmx  et  mco^mx, 
et  que  celles  de  /?  et  ^  sont  —  ^  et/?;  de  sorte  que  les  deux  équations 
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fourniront,  par  la  dérivation,  ces  deux-ci  : 

r             ml  m-  —  i)    „       ml  m-  —  â]{ni-  —  i6] 
smmx=p^mq L___li^3+_v ^l>\  ^ '-g- 


cosm 


2.3        ^  2.3.4.5 

r         '"-—I     ^        { m- —  i]  { m- —  C))     ,  1 


qui  répondent,  comme  l'on  voit,  aux  formules  des  Tables  (K)  et  (G),  el 
(jui  sont  par  conséquent  aussi  générales  pour  des  valeurs  quelconques 
de  m.  Ainsi  toutes  les  formules  de  ces  différentes  Tables  sont  démon- 
trées d'une  manière  générale. 

Le  théorème  de  Cotes  est  si  intimement  lié  à  la  théorie  des  sections 
angulaires,  que  nous  ne  pouvons  nous  dispenser  d'en  dire  un  mot  ici. 

On  ignore  comment  Cotes  l'a  trouvé,  et  on  en  a  donné  après  sa  mort 
différentes  démonstrations  plus  ou  moins  simples,  et  même  plus  ou 
moins  rigoureuses.  Sans  avoir  recours  aux  expressions  imaginaires 
comme  on  le  fait  communément,  on  peut  le  déduire  directement  des 
formules  mêmes  données  par  Viète,  que  nous  avons  rapportées  dans 
la  Table  (A);  et  il  est  vraisemblable  que  c'est  ainsi  que  Cotes  y  est  par- 
venu. 

En  effet,  si  l'on  multiplie  ces  formules  par  2  et  qu'on  y  suppose 

P=Y-h-i  elles  se  réduisent  à  cette  forme  simple 


2  CCS  I  X 

=r  + 1. 

2  C0S2,r 

=r=  +  ^ 

2C0s3.r 

=r'^y. 

2  cos4'^  =  r*  H » 

r 


d'où  il  est  facile  de  conclure,  en  général. 


I 
2  CCS mx  =^  y'"  -ï 

J         7'" 


•m— 

I 

et 

ym  _|_    _L  , 

1\ 

ym  _| 

1     y?t>~^        1 

\     ym+l         1 

r) 

W                      ^/«-1 

y          -J                      ym-v- 1 
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Pour  se  convaincre  d'une  manière  plus  directe  de  la  généralité  de 
cette  formule,  il  suffit  de  considérer  que  si,  dans  l'équation 

1  cosx  cosm.r  =  ces  (m  —  \]x-^  ces  (m  +  \]x, 

on  fait 

I 

1  COSx  =  r  H j 

■'     y 

et  qu'on    suppose   que  deux   termes   consécutifs   2C0s(m  — i)x  et 
2  coswar  soient  de  la  forme 


elle  donnera 

T.  ces  (m  +  i)a:  =  (  j 

Ainsi,  pourvu  que  les  deux  premiers  termes  i  coso^  et  i  cos^  soient 

de  la  forme  j'"-i-  — '  en  faisant  m  =  o  et  m=zi,  ce  qui  est  en  effet, 

tous  les  autres  seront  nécessairement  de  la  même  forme. 
Maintenant  les  deux  équations 

I  I 

2  ces  X  zz^r  -\ —  5      1  CCS  mx  =^  r'"  H 

J  y  J  y.m 

donnent  ces  deux-ci 

f2  —  ajccs-r  +  I  =:  o,     y-"^  —  ly^"^  cosmx  +  i  ^  o, 

qui  doivent  donc  avoir  lieu  en  même  temps;  par  conséquent,  il  faut 
qu'elles  aient  une  racine  commune. 

Ce  dernier  théorème  a  été  donné  par  Moivre,  sans  démonstration, 
dans  les  Transactions  philosophiques  de  1722,  année  où  a  paru  VHar- 
nionia  mensurarum  de  Cotes,  qui  était  mort  six  ans  auparavant. 

Soit  maintenant  a  la  racine  commune  à  ces  deux  équations;  comme 

elles  demeurent  les  mêmes  en  y  changeant  y  en  -?  il  s'ensuit  que  - 

sera  encore  une  racine  commune  aux  mêmes  équations;  mais  l'équa- 
tion 

y-  —  T-ycosx  +  i  =:z  o, 
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n'étant  que  du  second  degré,  ne  peut  avoir  que  les  deux  racines  a  et  -; 
donc  cette  équation  a  toutes  ses  racines  communes  avec 

par  conséquent  elle  est  nécessairement  un  diviseur  de  celle-ci. 

Soit 

mx=iw,    donc    x:=—\ 
'  m 

il  suit  de  ce  qu'on  vient  de  démontrer  que  la  formule 

ylm  —  -jj--'"  COSCp  +  I 

a  pour  diviseur  celle-ci  : 

cp 

m  étant  un  nombre  quelconque  entier. 

Or,  si  c  est  la  circonférence  ou  l'angle  de  quatre  droites,  on  sait  que 
coscp  =  cos((p  +  «c),  n  étant  un  nombre  quelconque  entier;  ainsi,  en 
mettant  ç -i- «c  à  la  place  de  ç,  et  faisant  successivement  n  =  o,  i, 
2,  . . .,  m  —  I,  on  en  conclura  que  la  formule 

a  pour  diviseurs  les  m  formules  suivantes  : 

a 
r-—  1  ces—  •  r  +  r, 


ta        m  ) 


j2  —  2  ces  I  —  -) ]•  y 


2  CCS  I  -^  -4-  —  1  •  r  -+- 1 , 
\w    m   '  -^ 

r-  —  1  ces  (  —  H I  •  r  +  I , 


œ    m  —  I  , 

r-  —  -i  CCS  - — \ c  •  r  +  I . 

•^        \tn  m        '    •' 

X.  ,8 
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De  sorte  que,  comme  ces  diviseurs  sont  tous  différents  entre  eux  et 
qu'ils  sont  au  nombre  de  m,  la  formule  en  question  du  im"^^^  degré  ne 
peut  être  que  le  produit  de  ces  m  formules  du  second  degré. 

Le  théorème  de  Cotes  n'est,  comme  l'on  sait,  qu'un  cas  particulier  de 

ce  théorème  général,  lorsqu'on  y  fait  rp  =  o  ou  9  =  -;  ce  qui  donne 
cos<p  =  ±  1 ,  et  réduit  la  formule  générale  à 

(r'±>)-- 

Le  théorème  général  est  dû  à  Moivre,  comme  on  le  voit  par  ses  Mis- 
cellanea  analytica. 

Jusqu'ici  nous  avons  développé  les  cosinus  et  les  sinus  des  angles 
multiples  en  puissances  des  cosinus  ou  des  sinus  de  l'angle  simple. 
On  peut  chercher  réciproquement  à  développer  les  puissances  des  co- 
sinus ou  sinus  de  l'angle  simple  en  cosinus  ou  sinus  des  angles  mul- 
tiples, et  cette  transformation,  qui  est  toujours  possible,  est  un  des 
plus  grands  avantages  de  l'algorithme  des  sinus  et  cosinus,  par  la  fa- 
cilité qu'elle  donne  de  passer  des  fonctions  primitives  aux  fonctions 
dérivées,  et  de  revenir  de  celles-ci  aux  primitives. 

Nous  pourrions  la  déduire  des  formules  trouvées  ci-dessus,  mais 
nous  aimons  mieux  la  chercher  directement  par  le  moyen  des  fonctions 
dérivées,  pour  donner  un  nouvel  exemple  de  leur  usage  dans  la  trans- 
formation des  fonctions. 

Considérons  la  puissance  cos'"jr,  et  supposons  cette  fonction  de  x 
égale  à  y;  nous  aurons  ainsi 

y  :=  cos"'jr, 

et,  prenant  les  fonctions  dérivées  par  rapport  à  .r,  il  viendra 

y  ^  —  m  CCS'"    '.r  sin^; 

cette  équation,  divisée  par  la  précédente,  donne 

y' m  sin^ 

y  cosjc 
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d'où  l'on  tire,  en  réduisant, 

mysinx  +  j'  cos^  =  o, 

équation  dérivée  du  premier  ordre,  qui  a  l'avantage  de  ne  plus  con- 
tenir la  puissance  indéterminée  de  cosa-. 
Supposons  maintenant,  en  général, 

_^-^  A  cosn^  +  B  cos(./i  —  i)x  +  C  cos[n  —  2)x  +  D  cos(«  —  3)^  +.  . ., 

les  coefficients  A,  B,  C,  ...  étant  indéterminés,  ainsi  que  n.  L'équation 
précédente  deviendra  par  cette  substitution 

m[A  cosnx  -+-  B  cos(n  —  i)j:  +  C  cos(«  —  2]x  -\- .  .  .^s'inx 

—  [nA  sin7î.r  -\-{n  —  i)B  sin(«  —  i]x  -\-[n  —  2)C  sin(7z  —  2)jr-t-. . .]  cos:c  =  o, 

savoir,  en  développant  les  produits  des  sinus  et  cosinus,  et  ordonnant 
les  termes  suivant  les  sinus  multiples  : 

-I-  [m A  —  «A]sin(n-i-  i)x 

-t-[/nB  —  (/i  —  i)B]  sin«x 

+  [mC  —  mA  —  (h  —  aJC  —  /lA]  sin(/i  —  i]x 

-l-[mD—  mB  —  (m  — 3)D  —  («  —  i  )B]  sin(«  —  2)^ 

+  [mE  —  mC  —  («  —  4)E  —  [n  —  2)C]  sin(/i  —  3)x 

+ =  0. 

Egalant  donc  à  zéro  chacun  des  coefficients  de  ces  différents  termes, 

on  aura 

[m  —  n)  A  :=  o, 

[m  —  /i  +  I  )  B  =  o , 

(m  —  /i  +  2)C  —  (m -+- /i)  A  =  o, 

(m  —  7t  +  3)D  —  (m-f-n—  i)B  =  o, 

(m  —  n  -{-  /l)E  —  [m  -h  n  —  2)C  =^  o, 


La  première  donne  d'abord  n  =  m,  et,  substituant  cette  valeur,  les 
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autres  deviennent 

B  =  o, 

2C  —  -imk  =  o, 
3D—  (2m  —  i)B  =  o, 

4E—  (2m  — 2)C  =  o, 


Ainsi  le  premier  coefficient  A  demeure  indéterminé;  ensuite  on  a 


B  =  o, 


C  =  ^A, 
2 


2  m  —  I 


iJ 

3 

X», 

E 

= 

im  — 
4 

-^c, 

F 

= 

im  — 

3d 

5 

i'f 

donc, 

B  =  0,     D  =  0,     F=:  0,     . . 

Ensuite, 

C  =  mA, 

E='"''"-'^A, 

^       m(m-i)(m  — 2)  ^ 

2.3                        ' 

On  a  donc  en  général,  quel  que  soit  l'exposant  w, 

[,          m  [m  —  1  )        ,  ,  >      ,        ~| 

cosm^  +  mcos(m  —  ■2.)x  -] '-^ ^cos(/?î  —  4)^  +  .  ... 

Il  reste  à  déterminer  le  coefficient  A;  pour  cela,  supposant  x  =  o, 
on  obtient 

+  .  ..  1  =  A(i  +  i)"'  =  2"'A: 


r                 m[n%  —  \)       m[m  —  \][m  —  i]  "l 

=  A  [ .  +  m  +  ^ + ^-3 +  .  .  •  J 
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d'où  l'on  tire 

Donc  enfin,  en  multipliant  toute  l'équation  par  2'",  on  aura 

[1  cos^j™:^  cosmx  +  nicos[in  —  2)^-1-  — ^ ^cos(m  —  4)^'  -i--  .  -, 

série  fort  simple  qui  se  termine  toujours,  comme  celle  du  binôme, 
lorsque  m  est  un  nombre  entier  positif. 

On  peut  déduire  de  cette  formule  un  pareil  développement  pour 
sin'"^;,  en  changeant  simplement  x  en  i  —  ,x,  l'angle  droit  étant  pris 
pour  l'unité  des  angles. 

Ainsi  on  aura  de  même 

(2  sin x]'"  =  ces  w  (  I  -  a;)  +  /n  CCS  (m  —  2)  (  I  —  ^)  -^  "li^"  ~  '  ^  ces  {m  -  4)  (  i  -  .r]  +  . . . 

Nous  venons  de  donner  une  théorie  complète  des  sections  angu- 
laires, et  nous  avons  en  même  temps  montré,  par  différents  exemples, 
combien  l'algorithme  des  fonctions  dérivées  est  utile  pour  la  transfor- 
mation des  fonctions,  en  faisant  disparaître  des  équations  les  puis- 
sances et  les  radicaux,  qui  rendent  les  développements  difficiles  et  font 
perdre  la  loi  et  la  dépendance  mutuelle  des  termes. 

On  voit  que  tout  se  réduit  à  former  d'abord  des  équations  dérivées 
d'après  l'équation  ou  les  équations  primitives  données,  et  à  déduire 
ensuite  de  ces  équations  dérivées  d'autres  équations  primitives,  qui 
seront  les  transformées  des  premières.  Il  est  donc  important  de  bien 
connaître  la  théorie  de  ces  équations,  et  de  se  rendre  familiers  les  dif- 
férents artifices  qui  peuvent  en  faciliter  le  calcul. 

Commençons  par  exposer  les  principes  généraux  de  cette  théorie. 


ir*2  LEÇONS  SUR  LE  CALCUL 

LEÇON  DOUZIÈME. 

THÉORIE  GÉNÉRALE  DES  ÉQUATIONS  DÉRIVÉES  ET  DES  CONSTANTES  ARBITRAIRES. 


Nous  avons  déjà  démontré  que  toute  équation  entre  deux  variables, 
par  laquelle  une  de  ces  variables  est  fonction  de  l'autre,  subsiste  éga- 
lement en  prenant  les  fonctions  dérivées,  premières,  secondes,  etc.,  de 
chaque  terme  de  l'équation  par  rapport  à  l'une  de  ces  variables. 

Ces  équations  dérivées  ayant  lieu  en  même  temps  que  l'équation 
primitive,  il  s'ensuit  qu'une  combinaison  quelconque  de  ces  différentes 
équations  aura  lieu  aussi.  Donc,  comme  les  constantes  qui  entrent  dans 
une  fonction  restent  les  mêmes  dans  ses  fonctions  dérivées,  on  pourra 
toujours,  par  le  moyen  des  équations  dérivées,  éliminer  autant  de  con- 
stantes de  l'équation  primitive  qu'on  aura  d'équations  dérivées;  l'équa- 
tion résultante  de  cette  élimination  sera  une  équation  du  même  ordre 
que  la  plus  haute  des  équations  dérivées,  laquelle  sera  vraie  en  même 
temps  que  l'équation  primitive  et  pourra  par  conséquent  en  tenir  lieu; 
elle  renfermera  autant  de  constantes  de  moins  que  l'exposant  de  son 
ordre  contiendra  d'unités. 

Ainsi  l'équation  primitive,  combinée  avec  son  équation  dérivée  ou 
prime,  pourra  donner  une  équation  du  premier  ordre  contenant  une 
constante  de  moins  que  l'équation  primitive. 

L'équation  primitive,  combinée  avec  les  équations  dérivées  prime  et 
seconde,  donnera  une  équation  du  second  ordre  contenant  deux  con- 
stantes de  moins  que  l'équation  primitive,  et  ainsi  de  suite. 

On  ne  peut  parvenir  que  d'une  seule  manière  à  l'équation  du  pre- 
mier ordre  qui  résulte  de  l'équation  primitive  et  de  son  équation  dé- 


DES  FONCTIONS.  143 

rivée  par  l'élimination  d'une  constante  donnée;  mais  on  peut  parvenir 
de  deux  manières  différentes  à  l'équation  du  second  ordre  déduite  de 
la  primitive  et  de  ses  deux  premières  dérivées  par  l'élimination  de 
deux  constantes  données;  et  ce  double  point  de  vue  donne  lieu  à  des 
conséquences  importantes  relatives  à  ce  genre  d'équations. 

Au  lieu  d'éliminer  à  la  fois  les  deux  constantes  par  le  moyen  des 
trois  équations  dont  il  s'agit,  on  peut  n'éliminer  d'abord  que  l'une  ou 
l'autre  de  ces  constantes,  à  l'aide  de  l'équation  primitive  et  de  sa  dé- 
rivée; on  aura  ainsi  deux  équations  différentes  du  premier  ordre,  dont 
l'une  ne  contiendra  que  l'une  des  deux  constantes,  et  dont  l'autre  ne 
contiendra  que  l'autre  constante.  Maintenant,  en  combinant  chacune 
de  ces  équations  avec  sa  dérivée,  on  pourra  aussi  en  éliminer  la  con- 
stante qui  y  était  restée,  et  on  aura  deux  équations  du  second  ordre 
sans  les  deux  constantes,  lesquelles  devront  être  équivalentes  entre 
elles  et  avec  l'équation  qui  résulte  de  l'élimination  simultanée  des 
deux  constantes. 

En  effet,  chacune  de  ces  équations  donnera  la  valeur  de  la  fonction 
seconde  de  la  variable  qu'on  regarde  comme  fonction  de  l'autre,  va- 
leur qui  sera  exprimée  par  la  fonction  prime  de  la  même  variable  et 
par  les  deux  variables  mêmes,  sans  les  deux  constantes  qui  entraient 
dans  l'équation  primitive;  et  il  est  facile  de  se  convaincre  que  cette 
valeur  est  unique  et  déterminée,  de  quelque  manière  qu'on  y  par- 
vienne, puisque  les  fonctions  dérivées  d'une  fonction  donnée,  soit 
explicite  ou  non,  sont  uniques  et  déterminées,  et  que  les  résultats  de 
l'élimination  sont  aussi  toujours  déterminés. 

On  doit  conclure  de  là  qu'une  équation  du  second  ordre  peut  être 
dérivée  de  deux  équations  différentes  du  premier  ordre,  renfermant 
chacune  une  constante  arbitraire  de  plus,  et  que  ces  équations  seront 
par  conséquent  deux  équations  primitives  de  la  même  équation  du  se- 
cond ordre,  mais  primitives  du  premier  ordre,  pour  les  distinguer  de 
l'équation  primitive  absolue  d'où  celles-ci  sont  censées  dérivées. 

Enfin  on  peut  étendre  aux  équations  des  ordres  supérieurs  au  se- 
cond le  raisonnement  que  nous  venons  de  faire  sur  celles  de  cet  ordre. 
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et  on  en  conclura  de  la  même  manière  qu'une  équation  du  troisième 
ordre  peut  être  dérivée  de  trois  équations  du  second  ordre,  et  qu'alors 
elle  peut  avoir  trois  équations  primitives  de  cet  ordre;  et  ainsi  de 
suite. 

Nous  allons  éclaircir  et  confirmer  cette  théorie  générale  par  quelques 
exemples. 

Soit  l'équation  de  premier  degré 

y  -h  ax  -+-  b  =:  o; 

en  regardant  y  comme  fonction  de  ^  et  en  prenant  les  fonctions  déri- 
vées, on  aura 

En  éliminant  «au  moyen  de  ces  deux  équations,  on  obtiendra  l'équa- 
tion du  premier  ordre 

X  —  xy-hb  =  o, 

dont  l'équation  primitive  sera 

y  -+-  ax  +  6^0, 

a  étant  la  constante  arbitraire. 

Si  la  constante  b  dépendait  de  la  constante  a,  par  exemple  si 

b  =  a^-, 

alors  en  éliminant  a,  c'est-à-dire  en  substituant  —  y'  pour  a,  on  au- 
rait l'équation  du  premier  ordre 

r  —  xy-hy-  =  o, 

et  l'équation  primitive  de  celle-ci  serait 

y  -+-  ax  -h  a-  =:  o, 

a  étant  la  constante  arbitraire. 

Supposons 

è  =  c  v^  1  +  a-  ; 

on  aura  l'équation  du  premier  ordre 


f  —  xf-^cs^/i  +y^  —  o, 
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dont  l'équation  primitive  sera 


y  -h  ax  +  c  yji  +  a-  =:  o, 

oïl  a  est  la  constante  arbitraire. 
Soit  encore  l'équation 

x"^  —  1  ay  —  a^  —  6  =r  o  ; 

sa  dérivée  sera 

X  —  aj^''  =  o, 

équation  du  premier  ordre  dont  la  proposée  est  l'équation  primitive, 
et  où  h  sera  la  constante  arbitraire. 

Mais,  si  l'on  veut  que  la  constante  arbitraire  soit  a,  alors  il  faudra 
éliminer  a;  or  l'équation  dérivée  donne 

X 

y 

donc,  substituant  cette  valeur  dans  la  proposée,  elle  donnera 

y.xy        x- 
X-  —  -~ —  —  o=^o, 

r       r' 

ou  bien 

[x-  —  b]y'-  —  0.x f y'  —  X-  =-  o, 

d'où  l'on  tire 


y'  y  x-  +  y-  —  h  —  yy'  —  x  =  o, 

équation  du  premier  ordre  dont  la  primitive  sera 

X-  —  lay  —  a-  —  h  ^  o, 

a  étant  la  constante  arbitraire. 

Si  l'on  voulait  éliminer  à  la  fois  a  et  />,  il  faudrait  employer  les  fonc- 
tions secondes.  Ainsi,  puisqu'on  a  déjà  trouvé  l'équation  du  premier 

ordre 

X  —  a  y'  =  o, 

où  b  ne  se  trouve  plus,  il  n'y  aura  qu'à  former  l'équation  dérivée  de 
celle-ci,  laquelle  sera 

1  —  ay"=o, 

X.  19 
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d'où  l'on  tire 


"=?' 


et  cette  valeur,  substituée  dans  la  précédente,  donnera 

X  —  "^  =  o,     ou     xr"  —  r'  =  o, 

r 

équation  du  second  ordre  dont  l'équation 

X-  —  nay  —  a'^  —  b  =  o 

sera  la  primitive  absolue,  a  et  b  étant  les  deux  constantes  arbitraires. 
On  parviendrait  à  la  même  équation  en  faisant  disparaître  b  de  l'é- 
quation du  premier  ordre 


>■'  \/x-  -\-  y^  —  b  —  jy'  —  ^=10 
trouvée  plus  haut;  car,  en  prenant  les  fonctions  dérivées,  on  aura 

r"\/x-  +j2  —  6  +  •  ^M-  —  jj"  — j'^  —  I  =;  o; 

\/'^'  -^  r-  -  b 

en  éliminant  b  au  moyen  de  la  précédente,  il  viendra 
savoir,  comme  on  l'a  vu  plus  haut, 

■)"  X 

- — ^—1  =  0,      ou     y"x — j':=0. 

On  voit  aussi  que  cette  même  équation  du  second  ordre  a  deux  équa- 
tions primitives  du  premier  ordre,  savoir  : 


.r  —  ay'  =  o     el    y'  ^x-  -+-  y-  —  b  —  yy'  —  x  =^  o, 

OÙ  a  et  b  sont  les  deux  constantes  arbitraires;  et  ces  deux-ci,  par  l'é- 
limination de  la  fonction  dérivée  y',  donneront  l'équation  primitive 
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absolue  entre  x  et  r, 

•■'^  /-^. ; — T      y^ 

—  \Jx-  +  y-  —  b • —  X  =z  o, 

a^  •'  a 

savoir, 

\x'^  -\-  y-  —  b  —  y  —  rt  =  o, 

et,  en  faisant  disparaître  le  radical, 

X-  —  iny  —  a-  —  b  =^  o, 

qui  est  la  même  dont  nous  sommes  parti. 

En  éliminant  ainsi  les  constantes  qu'on  veut  faire  disparaître,  on 
tombe  souvent,  comme  on  le  voit,  dans  des  équations  où  la  plus  haute 
fonction  dérivée  est  élevée  à  des  puissances;  et  ce  n'est  que  par  la  ré- 
solution qu'on  peut  avoir  la  valeur  de  cette  fonction  en  fonction  des 
variables  et  des  fonctions  dérivées  d'un  ordre  moindre. 

On  peut  cependant  parvenir  directement  à  une  équation  dérivée  où 
la  plus  haute  fonction  dérivée  ne  se  trouve  qu'au  premier  degré;  pour 
cela,  il  n'y  a  qu'à  préparer  l'équation  primitive  de  manière  que  la  con- 
stante arbitraire  qu'on  veut  faire  disparaître  s'en  aille  d'elle-même  en 
prenant  la  fonction  dérivée  de  chacun  de  ses  termes;  ce  qui  arrive 
lorsque  cette  constante  est  dégagée  des  variables,  et  forme  elle  seule 
un  des  termes  de  l'équation;  car  alors,  la  fonction  dérivée  de  ce  terme 
étant  nulle,  l'équation  dérivée  se  trouvera  naturellement  délivrée  de  la 
constante,  et  la  plus  haute  fonction  dérivée  y  sera  nécessairement  à  la 
première  dimension;  car,  comme  on  l'a  vu  dans  la  Leçon  YI,  en  pre- 
nant la  fonction  dérivée  d'une  fonction  de  plusieurs  variables,  chaque 
variable  ne  peut  donner  que  des  termes  multipliés  par  la  fonction  dé- 
rivée de  la  même  variable. 

Or  il  est  évident  que  cette  préparation  ne  demande  que  de  résoudre 
l'équation  primitive,  en  regardant  la  constante  qu'on  veut  éliminer 
comme  l'inconnue  de  l'équation.  Ainsi  l'on  peut  obtenir  par  ce  moyen 
le  même  résultat  qu'on  aurait  par  la  résolution  de  l'équation  dérivée, 
par  rapport  à  la  plus  haute  fonction  dérivée. 
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Dans  le  second  exemple,  où  l'équation  primitive  était 

y  -\-  ax  -\-  a-  =::  o, 

nous  avons  trouvé  l'équation  dérivée 

laquelle  donne,  par  la  résolution. 


Mais,  si  nous  avions  d'abord  résolu  l'équation  par  rapport  à  la  con- 
stante a,  nous  eussions  eu 

2a  =  —  X  -\-  \Jx-  —  4T' 

sa  dérivée  serait 

X  —  ar* 

—  I  -\ -^^  =  o, 

sjx-  —  4/ 


savoir,  en  multipliant  par  \Jx-,  —  4/, 


X  —  0.^  —  \Jx-  —  4^'  ^=  O' 

équation  qui  coïncide  avec  la  précédente,  à  cause  de  l'ambiguïté  du 
signe  du  radical. 

On  peut  de  la  même  manière  faire  disparaître  successivement  plu- 
sieurs constantes  en  préparant  toujours  l'équation  en  sorte  que  la  con- 
stante à  éliminer  soit  dégagée  des  variables. 

Ainsi  l'équation  primitive 

x-  —  '2 «r  —  a-  —  b  =z  o, 

contenant  la  constante  h  isolée  dans  un  seul  terme,  donne  tout  de  suite 
l'équation  du  premier  ordre  sans  h, 

X  —  ay'  =  o  ; 

ensuite,  en  dégageant  a,  on  a  rt=:^;  prenant  la  fonction  dérivée  de 
c.bacun  des  deux  membres,  on  obtient 

I         xy 

y    y-  ^"' 


\ 
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équation  qui,  multipliée  par  y'-,  devient 


y  —  x/'^o, 
comme  plus  haut. 

En  commençant  l'élimination  par  la  constante  a,  nous  avions  trouvé 
l'équation  du  premier  ordre 

„       ■y.xy       X-        .  

comme  la  constante  b  y  est  dégagée  des  variables,  il  n'y  a  qu'à  prendre 
la  fonction  dérivée  de  chaque  terme  pour  avoir  tout  de  suite  l'équation 
du  second  ordre  sans  a  ni  l>. 

On  a  ainsi 

y  ^yy"       -^       x-y" 


r'         f-    y    y 

Cette  équation  se  réduit  à  cette  forme 

Comme  le  facteur  ^  h — r:r  ne  renferme  que  la  fonction  prime  y',  il 

y      r-  I        V 

ne  peut  donner  une  équation  du  second  ordre;  ainsi,  c'est  l'autre  fac- 
teur -~ I  qu'il  faut  employer,  et  l'on  a 

-^—, I  1=  o,     savoir,     xy   —y  =  o, 

comme  ci-dessus. 

Nous  verrons  plus  bas,  lorsqu'il  sera  question  des  équations  primi- 
tives singulières,  l'usage  du  premier  facteur. 

Ce  peu  d'exemples,  que  j'ai  choisis  parmi  les  plus  simples,  sullit 
pour  montrer  comment  les  équations  dérivées  se  forment  des  équations 
primitives,  par  l'évanouissement  des  constantes.  On  voit  que,  pour 
une  équation  primitive  donnée,  il  est  toujours  possible  de  trouver  une 
équation  dérivée  qui  renferme  autant  de  constantes  de  moins  qu'il  y 
aura  d'unités  dans  l'ordre  de  cette  équation,  et  que,  de  quelque  ma- 
nière qu'on  parvienne  à  cette  équation,  et  sous  quelque  forme  qu'elle 


s 
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se  présente,  elle  sera  toujours  essentiellement  la  même.  Ainsi  le  pro- 
blème de  trouver  l'équation  dérivée  d'une  primitive  donnée  est  résolu 
dans  toute  sa  généralité.  Nous  allons  considérer  maintenant  le  pro- 
blème inverse,  qui  consiste  à  remonter  des  équations  dérivées  aux  pri- 
mitives. 

Puisque,  dans  les  équations  à  deux  variables,  une  équation  du  pre- 
mier ordre  peut  renfermer  une  constante  de  moins  que  l'équation 
primitive,  une  équation  du  second  ordre  peut  renfermer  deux  con- 
stantes de  moins  que  l'équation  primitive,  et  ainsi  de  suite;  il  s'ensuit 
réciproquement  que  l'équation  primitive  peut  contenir  une  constante 
de  plus  qu'une  équation  du  premier  ordre,  deux  constantes  de  plus 
qu'une  équation  du  second  ordre,  et  ainsi  de  suite,  constantes  qui 
seront  par  conséquent  arbitraires;  et  on  voit  en  même  temps  qu'elles 
ne  sauraient  en  contenir  davantage,  puisqu'on  ne  pourrait  les  faire 
disparaître  toutes  par  le  moyen  des  équations  dérivées. 

Cette  proposition  étant  d'une  grande  importance  dans  la  théorie  des 
fonctions  dérivées,  et  n'ayant  pas  encore  été  démontrée  d'une  manière 
lout  à  fait  rigoureuse,  nous  croyons  devoir  en  donner  une  démonstra- 
tion directe,  tirée  de  l'expression  générale  de  la  fonction  primitive. 

Si  y  est  une  fonction  quelconque  de  ce,  et  qu'on  dénote  par  y",  y"', 
y"",  j°'",  ...  les  valeurs  de  j  et  de  ses  fonctions  dérivées  j',  y,  j'",  ..., 
qui  répondent  à  £r  =  o  et  qui  sont  par  conséquent  constantes,  on  aura, 
par  ce  que  nous  avons  démontré  à  la  fin  de  la  Leçon  IX, 

j-^yo  _|_  jo'_^  -H 7'°" 1- j"'"  — T-  + . .  .  ; 

et,  si  l'on  veut  arrêter  la  série  au  terme  n'"^^,  alors  on  aura  les  limites 
du  reste,  en  substituant  dans  le  terme  suivant 


r 


0(«) 


1 . 2 .  :i . 


à  la  place  de  j"'"',  la  plus  grande  et  la  plus  petite  valeur  de  y'"'  depuis 
.r  r=  o  jusqu'à  la  grandeur  qu'on  veut  attribuer  à  or. 
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Maintenant,  si  la  valeur  de  j  est  donnée  par  une  équation  du  pre- 
mier ordre  entre  x,  y  et  j',  on  aura  par  cette  équation  la  valeur  de  v' 
en  X  et  y,  et  de  là  on  trouvera,  en  prenant  les  fonctions  dérivées,  une 
équation  du  second  ordre  en  x^  y,  y'  et  y",  ensuite  une  équation  du 
troisième  ordre  entre  x,  y,  y',  y"  et  j'",  et  ainsi  de  suite;  de  sorte 
que,  en  substituant  successivement  dans  ces  équations  les  valeurs  de  y', 
y",  y'",  ...  données  par  les  équations  précédentes,  on  aura,  en  dernière 
analyse,  les  valeurs  de  y',  y",  y'",  ...  exprimées  en  x  et  y.  Or,  en  fai- 
sant x=^o,  les  quantités  y,  y',  y",  ...  se  changeront  en  y°,  y^',  y"",  ...: 
ainsi,  on  aura  les  valeurs  de  y"',  y"",  ...,  exprimées  en  y"  qui  demeu- 
rera indéterminée. 

De  même,  si  l'on  n'a  pour  la  détermination  de  y  qu'une  équation 
du  second  ordre  entrer,  y,  y'  etj",  on  en  tirera  successivement  des 
équations  des  ordres  supérieurs  entre  x,  y,  y',  y",  y'",  entre  x,y,y', 
y",  y'",  y'^,  et  ainsi  de  suite;  et,  par  les  substitutions  successives  des 
valeurs  de  y",  y'",  ...  données  par  les  équations  précédentes,  on  aura 
en  dernière  analyse  y",  y'",  . . .  données  en  x,  y  et  y',  de  sorte  qu'en 
faisant  a?  =  o,  on  aura  les  valeurs  de  y"",  y"'",  . . .  exprimées  en  y" 
et  j"',  ces  deux  quantités  demeurant  indéterminées;  et  ainsi  de  suite. 

Donc  enfin,  faisant  ces  substitutions  dans  l'expression  générale  de  y 
en  X,  il  est  clair  qu'il  restera  dans  cette  expression  une  indéterminée 
constante  y",  lorsque  la  fonction  y  sera  donnée  par  une  équation  du 
premier  ordre;  qu'il  y  restera  deux  constantes  indéterminées  y"  et  j"', 
lorsque  y  ne  sera  donnée  que  par  une  équation  du  second  ordre;  qu'il 
y  en  restera  trois,  savoir,  y",  y°'  ety°",  lorsque  y  sera  donnée  par  une 
équation  du  troisième  ordre;  et  ainsi  de  suite. 

Donc,  en  général,  l'expression  de  y  en  x  renfermera  autant  de  con- 
stantes indéterminées  qu'il  y  aura  d'unités  dans  l'exposant  de  l'ordre 
de  l'équation  qui  détermine  la  fonction  j;  et,  quoique  cette  conclusion 
soit  fondée  ici  sur  la  théorie  des  séries,  il  n'est  pas  difficile  de  se  con- 
vaincre qu'elle  doit  avoir  lieu  généralement,  quelle  que  soit  l'expres- 
sion de  y,  puisqu'on  peut  toujours  regarder  une  expression  en  séri(* 
comme  le  développement  d'une  expression  finie. 
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Dans  l'analyse  précédente,  on  voit  que  les  constantes  arbitraires 
sont  toujours  les  valeurs  de  y,  y',  y",  . . .  qui  répondent  à  a?  =  o,  au 
lieu  qu'en  envisageant,  comme  nous  l'avons  fait  plus  haut,  les  équa- 
tions dérivées  comme  le  résultat  de  l'élimination  des  constantes,  ces 
constantes  peuvent  être  quelconques;  mais  il  est  toujours  facile  de 
les  réduire  les  unes  aux  autres  :  car,  quelles  que  soient  les  constantes 
qui  entrent  dans  l'expression  de  y,  si  l'on  déduit  de  cette  expression 
celles  de  y' ,  y"  . . .,  et  qu'ensuite  on  fasse  x  =  o,  ce  qui  changera  les 
valeurs  de  y,  y',  y",  ...  en  y^y"',  j"",  .  .  .,  on  pourra  toujours,  en 
prenant  autant  de  ces  valeurs  qu'il  y  a  de  constantes  arbitraires,  déj 
terminer  celles-ci  en  y'^,y°',y°",  •  •  -,  et  les  substituer  ensuite  dans 
l'expression  générale  de  y. 

Or,  quelle  que  puisse  être  la  forme  de  cette  expression  ou  de  l'équa- 
tion d'où  elle  dépend,  à  raison  des  différentes  constantes  qui  y  seront 
contenues,  il  est  visible  que,  lorsque  ces  constantes  seront  réduites 
aux  valeurs  de  j",  y"',  y"",  . . .,  cette  forme  deviendra  nécessairement 
la  même  pour  la  même  équation  dérivée. 

On  peut  donc  conclure,  en  général,  que,  si  l'on  a  une  équation  dé- 
rivée d'un  ordre  quelconque,  et  que  l'on  trouve,  de  quelque  manière 
que  ce  soit,  une  équation  entre  les  mêmes  variables  qui  y  satisfasse, 
et  qui  renferme  autant  de  constantes  arbitraires  qu'il  y  aura  d'unités 
dans  l'exposant  de  l'ordre  de  l'équation  dérivée,  cette  équation  sera 
l'équation  primitive  de  la  proposée,  avec  toute  la  généralité  dont  elle 
est  susceptible;  de  sorte  qu'elle  renfermera  nécessairement  toute  autre 
équation  qui  pourrait  aussi  satisfaire  à  la  même  équation  avec  autant 
de  constantes  arbitraires. 

On  voit  par  là  que  les  constantes  arbitraires  forment  proprement 
la  liaison  entre  les  équations  primitives  et  les  équations  dérivées; 
celles-ci  sont,  par  leur  nature,  plus  générales  que  les  équations  d'où 
elles  dérivent,  à  raison  des  constantes  qui  ont  disparu  ou  qui  peuvent 
avoir  disparu;  elles  équivalent  donc  à  toutes  les  équations  primitives, 
et  qui  ne  dilTéreraient  entre  elles  que  par  la  valeur  de  ces  constantes. 

On  pourra  donc  toujours  passer  d'une  équation  primitive  à  une  de 
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ses  dérivées  d'un  ordre  quelconque,  et  revenir  ensuite  de  celle-ci  à  une 
nouvelle  équation  primitive,  pourvu  que  cette  dernière  opération  y 
introduise  le  nombre  requis  de  constantes  arbitraires.  Alors  cette  der- 
nière équation  renfermera  la  première  et  lui  deviendra  équivalente,  en 
déterminant  convenablement  ses  constantes  arbitraires.  C'est  ainsi 
qu'on  en  a  usé  dans  la  Leçon  précédente,  pour  la  transformation  des 
fonctions  angulaires. 

Comme  nous  avons  vu  qu'une  équation  du  second  ordre  peut  pro- 
venir de  deux  équations  différentes  du  premier  ordre,  renfermant  cha- 
cune une  constante  arbitraire  ;  qu'une  équation  du  troisième  ordre 
peut  être  dérivée  de  même  de  trois  équations  différentes  du  second, 
et  ainsi  de  suite,  il  est  naturel  d'en  conclure  aussi  réciproquement  que 
toute  équation  du  second  ordre  aura  deux  équations  primitives  du  pre- 
mier ordre,  chacune  avec  une  constante  arbitraire;  que  toute  équa- 
tion du  troisième  ordre  aura  trois  équations  primitives  du  second 
ordre,  ayant  chacune  une  constante  arbitraire;  et  ainsi  de  suite.  Mais 
nous  pouvons  démontrer  aussi  cette  proposition  d'une  manière  directe, 
par  une  analyse  semblable  à  celle  que  nous  avons  employée  ci-dessus. 

Considérons  la  formule  générale  du  développement  des  fonctions 

f[x  +  /)  =f[x)  +  if'[x)  +  ^  f"[x]  +  .  .  .  . 

Faisons  y  ^f{x)  et  «"=  —  j;-;  on  aura 

f[x)^r,    f'[x)=f,    f"[x)  =  y",     ..., 

et/{a:  -+- 1)  deviendra/(a7  —  œ),  c'est-à-dire  égale  à  la  valeur  de/(a) 
ou  y,  lorsqu'on  y  fait  oc  =  o,  valeur  que  nous  avons  désignée  plus  haut 
par  y".  Ainsi,  par  ces  substitutions,  on  aura  celte  formule 

X-  x^ 

yO=X-  xy'  +  —  j"  -—-y"  +  .... 

Changeons  maintenant  dans  la  formule  générale  /[x)  en  f'{oc),  et 
l'on  aura  de  même 


f'[x  +  /)  =f[x]  -f-  if"[x]  +  '-f"\x] 


X. 
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Donc,  faisant  de  nouveau 

f[x)^r,    f'[x]=y',    r[x]=y",     ...,     et    i=.-x, 

ce  qui  donnera 

f'[.r  +  i)=f'[x-x), 

valeur  de /'(a?)  ou  de  / ,  lorsque  x=^o,  que  nous  avons  désignée  par  y"', 
on  aura  cette  autre  formule 

On  trouvera  de  la  même  manière 

r"" = /'  -  ^y'"  +  Çr''  "  ^r'  +  •  •  •  ' 

et  ainsi  de  suite. 

Cela  posé,  si  y  est  donnée  par  une  équation  du  premier  ordre,  on 
aura  les  valeurs  de  j',  y",  y'",  ...,  toutes  données  en  x  et  j,  comme  on 
l'a  vu  plus  haut;  si  on  les  substitue  dans  la  formule 

jo  ^  J  _  .r/  +  ^  j"  _  ^^-'"+  .  .  . , 

on  aura  une  équation  entre  ce  et  y  avec  la  constante  arbitraire  j". 

Si  y  est  donnée  par  une  équation  du  second  ordre,  on  aura  y",  y'", 
y'^,  . . .,  données  en  oc,  y  et  y';  donc,  substituant  ces  valeurs  dans  les 
deux  formules 

jo  =  J  _  ^y  4-  _/'  _  _  j"'  + . . . , 

r"'=/  -  ^r"+  ^r'"  -  ^r"+ •  •  • . 

on  aura  deux  équations  en  ce,  y  et  y',  ayant  chacune  une  des  con- 
stantes arbitraires  y"  et  j"',  lesquelles  seront  également  deux  équa- 
tions primitives  du  premier  ordre  de  la  proposée  du  second  ordre,  ei 
ainsi  de  suite. 

Quoique  ces  équations  soient  en  séries,  les  conclusions  qu'on  peul 
tirer  relativement  k  la  nature  des  équations  primitives  n'en  sont  pas 
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moins  exactes;  et  il  est  visible,  par  la  forme  même  de  ces  équations, 
qu'elles  sont  essentiellement  différentes,  et  qu'il  ne  peut  y  en  avoir 
qu'un  nombre  égal  à  celui  de  l'ordre  de  l'équation  donnée. 

On  en  conclura  donc  aussi  que,  si  pour  une  équation  du  second 
ordre  on  trouve  d'une  manière  quelconque  deux  équations  différentes 
du  premier  ordre  qui  y  satisfassent,  et  qui  renferment  cbacune  une 
constante  arbitraire,  on  aura  les  deux  équations  primitives  du  premier 
ordre  de  la  proposée;  et  toute  autre  équation  de  cet  ordre,  qui  y  sa- 
tisferait avec  une  constante  arbitraire,  sera  nécessairement  renfermée 
dans  celle-ci. 

Ces  deux  équations  primitives  étant  connues,  on  pourra  toujours  en 
déduire  l'équation  primitive  absolue,  sans  fonctions  dérivées,  en  élimi- 
nant par  leur  moyen  la  fonction  dérivée  qu'elles  contiendront,  et  qui 
est  censée  être  la  même  dans  les  deux  équations. 

L'équation  résultante,  ne  contenant  plus  de  fonction  dérivée,  sera 
l'équation  primitive  absolue  de  la  proposée  du  second  ordre;  et,  comme 
les  deux  constantes  arbitraires,  qui  entraient  dans  les  deux  équations 
primitives  du  premier  ordre,  se  trouveront  dans  cette  équation,  elle 
aura  toute  la  généralité  dont  elle  est  susceptible. 

Donc,  ayant  une  équation  du  second  ordre,  on  aura  également  son 
équation  primitive  absolue,  soit  qu'on  trouve  immédiatement  une 
équation  entre  les  mêmes  variables  qui  y  satisfasse,  et  qui  renferme  en 
même  temps  deux  constantes  arbitraires,  soit  qu'on  trouve  séparément 
deux  équations  du  premier  ordre  qui  y  satisfassent  cbacune  en  parti- 
culier, et  qui  renferment  chacune  une  constante  arbitraire. 

Mais,  si  l'une  de  ces  deux  équations  du  premier  ordre  ne  contenait 
point  de  constante  arbitraire,  alors  l'équation  primitive  qu'on  en  dé- 
duirait, ne  contenant  qu'une  seule  constante  arbitraire,  n'aurait  pas 
toute  la  généralité  qu'elle  peut  avoir;  mais  elle  satisferait  toujours  à 
l'équation  du  second  ordre  d'où  on  l'aurait  tirée,  en  même  temps 
qu'elle  satisfera  aux  deux  du  premier  ordre. 

Il  suit  encore  de  là  que,  si  l'on  a  une  équation  du  premier  ordre,  et 
qu'on  en  déduise  d'une  manière  quelconque  une  équation  du  second 
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ordre,  soit  en  éliminant  une  constante  ou  non,  qu'ensuite  on  passe  de 
celle-ci  à  une  autre  équation  primitive  du  premier  ordre,  avec  une  con- 
stante arbitraire,  on  pourra,  par  l'élimination  de  la  fonction  dérivée 
qui  se  trouve  dans  les  deux  équations  du  premier  ordre,  avoir  une 
équation  entre  les  deux  variables  et  la  constante  arbitraire,  qui  sera 
par  conséquent  l'équation  primitive  absolue  de  la  proposée  du  pre- 
mier ordre. 

En  général,  si  de  la  proposée  du  premier  ordre  on  passe  à  une  équa- 
tion d'un  ordre  supérieur,  et  si  l'on  trouve  d'une  manière  quelconque 
une  équation  primitive  de  celle-ci  d'un  ordre  inférieur  avec  une  con- 
stante arbitraire,  on  pourra  toujours,  par  l'élimination  successive  des 
fonctions  dérivées,  parvenir  à  une  équation  entre  les  deux  variables  et 
la  constante  arbitraire,  laquelle  sera  ainsi  l'équation  primitive  de  la 
proposée. 

Enfin  on  peut  étendre  aux  équations  des  ordres  supérieurs  au  se- 
(îond  ce  que  nous  venons  de  trouver  relativement  à  celles  de  cet  ordre, 
et  en  déduire  des  conclusions  semblables. 
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LEÇON  TREIZIEME. 

(Continuation    de   la   Leçon    précédente.) 
THÉORIE    DES    MULTIPLICATEURS    DES    ÉQUATIONS    DÉRIVÉES. 


La  manière  la  plus  naturelle  de  trouver  l'équation  primitive  d'une 
équation  d'un  ordre  quelconque  est  de  la  préparer  de  façon  que  son 
premier  membre  devienne  une  fonction  dérivée  exacte;  car  alors  il  n'y 
aura  qu'à  prendre  sa  fonction  primitive  et  y  ajouter  une  constante  pour 
avoir  l'équation  primitive  d'un  ordre  inférieur;  et,  en  opérant  ainsi 
successivement,  on  pourra  parvenir  à  l'équation  primitive  entre  les 
deux  variables  et  autant  de  constantes  arbitraires  que  l'ordre  de  la 
proposée  le  comportera. 

Or  je  vais  prouver  que  cette  préparation  est  toujours  possible  par  le 
moyen  d'un  multiplicateur,  lorsque  l'équation  dérivée  de  l'ordre  n  est 
réduite  à  la  forme 

y'  étant  la  plus  haute  des  fonctions  dérivées  de  y. 

D'un  côté,  il  est  clair  que  cette  réduction  est  toujours  possible  ou 
censée  possible,  quelle  que  soit  la  forme  de  l'équation  proposée;  car 
il  n'y  a  qu'à  en  tirer  la  valeur  de  j'"^  en  x,  y,  y',  y",  .  .  .  par  les  règles 
connues. 

De  l'autre  côté,  nous  avons  déjà  observé  plus  haut  que,  quelle  que 
puisse  être  l'équation  primitive  de  l'ordre  immédiatement  inférieur,  si 
l'on  dégage  la  constante  arbitraire,  et  qu'on  prenne  ensuite  les  fonc- 
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tions  dérivées,  on  a  une  équation  dérivée  où  la  plus  haute  des  fonctions 
dérivées  de  j  ne  sera  qu'à  la  première  dimension,  et  qui  devra,  par 
conséquent,  être  identique  avec  la  proposée. 

Ainsi,  ayant  réduit  l'équation  primitive  à  la  forme 

Fix,x,y',f",  ...,j("~i))  =  a, 
où  a  est  la  constante  arbitraire,  on  aura  l'équation  dérivée 

F'{x,r,x',  ...,j("-'))  =  o, 

laquelle,  en  séparant  la  partie  qui  se  rapporte  à  la  variation  de  j'""'', 
d'après  la  notation  abrégée  indiquée  dans  la  Leçon  VI,  peut  se  mettre 
sous  la  forme 

F'(^-,j,/,  ...,j(«-2))+j(«)  F'(/«-o)  =  o, 
d'où  l'on  tire 

Comme  la  constante  a  a  disparu,  cette  équation  devra  être  identique 
avec  l'équation  proposée,  puisque  la  valeur  de  y'"'  doit  être  la  même 
dans  les  deux  équations.  Donc  la  fonction /(^,  y,  j',  ..  .,j'"~'')  sera 
identique  avec  la  fonction 

¥'(x,r,.r',  .■■,,r^"-^n 

F'(j("-'>) 
Ajoutant  de  part  et  d'autre  la  quantité  y"\  la  fonction 

deviendra  identique  avec  la  fonction 

¥'{x,x,f,  ■..,y("-2))_|_j(»)  F'(7-("-')) 
F'(7(«-0)  '-  ' 


c'est-à-dire  avec  la  fonction 


F'(j:,j,j',...,j("-0) 
F'(j(«-0) 
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Donc  l'équation 

étant  multipliée  par  la  fonction  F'(y"  "''),  deviendra 

Y[x,r,y',  ...,r(«-0)  =  o, 

en  sorte  que  son  premier  membre  sera  une  fonction  dérivée  exacte. 

Ainsi  il  existe  toujours  une  fonction  d'un  ordre  inférieur  à  celui  de 
l'équation  proposée,  par  laquelle  cette  équation  étant  multipliée,  son 
premier  membre  devient  une  fonction  dérivée  exacte. 

Comme  cette  proposition  est  fondamentale,  et  donne  lieu  à  des  con- 
séquences importantes,  nous  allons  la  considérer  sous  un  point  de  vue 
plus  étendu. 

Soit 

l'équation  primitive  de  la  même  équation  dérivée 

a  étant  la  constante  arbitraire. 

Par  la  théorie  générale,  on  aura  l'équation  dérivée  de  la  primitive 
supposée,  en  éliminant  a  au  moyen  de  l'équation 

et  de  sa  dérivée  immédiate 

a  étant  regardée  comme  constante. 

De  là  il  est  facile  de  conclure,  comme  ci-dessus,  que  la  fonction 

y<")+f[x,r,y',  ...,j(«-0) 

deviendra  identique  avec 

F{y<n~^)) 
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(Ml  substituant  ici,  à  la  place  de  a,  sa  valeur  en  x,  y,  y',  .  .  .,  y'"~'\ 
tirée  de  l'équation  primitive. 

Considérant  donc  a  comme  une   pareille  fonction  déterminée  par 

l'équation  primitive 

l<[x,y,x',  ...,j("-0,fl)=zo, 

on  aura,  pour  la  détermination  de  «',  l'équation  dérivée 

T[x,r,y',  ...,y<>^--^),a)  =  o, 

laquelle,  en  séparant  la  partie  qui  se  rapporte  à  a' ,  suivant  la  notation 
employée  ci-dessus,  devient 

FV,/,/,  ...,j(«-<']4-«'F'(a):=o, 
d'où  l'on  tire 

«-  Y[a]  ""■->       -^J[^^Jyy  ^■■■yJ  iJ      ^v^^^     ' 

équation  qui  sera  identique  en  substituant  pour  a  sa  valeur  en  x,  j,  .... 
Si  donc  on  multiplie  l'équation 

y'-"'>  -i-f[x,y,y,  . .  . ,  r^"~'^)  =  o 

par  la  fonction  — ,,  ?  son  premier  membre  deviendra  une  fonction 

dérivée  exacte,  dont  la  fonction  primitive  sera  —  a,  en  supposant  a  dé- 
terminé par  l'équation 

On  est  donc  assuré,  de  cette  manière,  de  l'existence  d'un  multipli- 
cateur qui  peut  rendre  le  premier  membre  de  l'équation  proposée  une 
fonction  dérivée  exacte. 

La  même  équation  identique  nous  fait  voir  aussi  que  ce  multiplica- 
teur n'est  pas  le  seul  qui  jouisse  de  cette  propriété,  et  nous  donne  en 
même  temps  le  moyen  de  trouver  tous  les  multiplicateurs  qui  auront 
la  même  propriété;  car  il  est  évident  que,  le  premier  membre  de 
l'équation  devenant  égal  à  —  a',  il  sera  toujours  une  fonction  dérivée 


DES  FONCTIONS.  161 

exacte,  étant  multiplié  par  une  fonction  quelconque  de  a,  et  qu'il  ne 
pourra  l'être  qu'autant  que  le  multiplicateur  ne  contiendra  que  a. 
Donc  le  second  membre  deviendra  aussi  une  fonction  dérivée  exacte, 
étant  multiplié  par  une  fonction  quelconque  de  a. 

D'où  il  est  aisé  de  conclure  que  la  formule  générale  de  ce  multipli- 
cateur sera 

co(a)  F()^("-o) 
F'(«)  ' 

9 (a)  dénotant  une  fonction  quelconque  de  a,  et  la  quantité  a  étant 
une  fonction  de  x,  y,  y',  . . .  déterminée  par  l'équation  primitive 

v{x,f,r',  ■  ■  .,j("-'\rt)  =  o, 

a  étant  ici  la  constante  arbitraire;  car  le  premier  membre  de  l'équa- 
tion proposée  de  l'ordre  /i"'™^  deviendra,  par  la  multiplication  de  la 
formule  précédente,  identique  avec  la  quantité  —  a'9(«);  de  sorte 
qu'en  dénotant  par  ^{a)  la  fonction  primitive  de  a' (^{a),  on  aura  tout 
de  suite  l'équation  primitive  $(rt)  =  const.  ;  d'où  l'on  tirera  aussi 
a  =!  const.  Or  a  étant  ici  la  fonction  de  x,  y,  y',  . . .,  y'"~'\  qui  résulte 
de  l'équation 

il  est  visible  que  l'équation  $(«)  =  const.  n'est  autre  chose  que  cette 
même  équation,  dans  laquelle  on  suppose  que  a  devient  une  constante 
arbitraire. 

Ainsi,  lorsqu'une  équation  dérivée  de  l'ordre  n'''™*^  est  réduite  à  la 
forme 

chaque  équation  primitive  de  l'ordre  'n  —  i ,  avec  une  constante  arbi- 
traire, fournit  une  infinité  de  multiplicateurs,  tousj renfermés  dans 
une  même  formule,  lesquels  peuvent  rendre  le  premier  membre  de 
l'équation  une  fonction  dérivée  exacte,  et  redonner  la  même  équation 
primitive. 

Si  l'équation  proposée  n'est  que  du  premier  ordre,  il  n'y  a  alors 

X.  21 
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qu'une  seule  équation  primitive;  et  par  conséquent  il  n'y  aura  aussi 
qu'une  seule  formule  de  multiplicateurs. 

Si  l'équation  proposée  est  du  second  ordre,  nous  avons  démontré 
qu'elle  est  susceptible  alors  de  deux  différentes  équations  primitives 
du  premier  ordre;  chacune  d'elles  donnera  donc  une  formule  particu- 
lière de  multiplicateurs;  mais  on  pourra  aussi  renfermer  ces  formules 
dans  une  formule  plus  générale  encore. 

Car,  soit 

l'équation  proposée  du  second  ordre,  dont  les  deux  équations  primi- 
tives du  premier  ordre  soient 

a  et  h  étant  les  deux  constantes  arbitraires. 

En  regardant  ces  deux  quantités  a  ei  b  comme  des  fonctions  de  x, 
y,  y,  déterminées  par  ces  mêmes  équations,  on  trouvera,  par  l'analyse 
exposée  ci-dessus,  les  deux  équations  identiques 

Soit  maintenant  ^{a,  b)  une  fonction  quelconque  àe  a,  b;  sa  fonc- 
tion dérivée  $'(a,  b)  sera  représentée  par  a' $'(a) -i- 6' 0'(Z>);  de  sorte 
qu'en  multipliant  la  première  des  équations  précédentes  par  fl»'(«),  la 
seconde  par  <&'(6),  et  les  ajoutant  ensemble,  on  aura 

[/  -t-/(-^,r,7  )]  I    ^y^^i    '  +    ^y  ^^  '  =  -  ^'(«»  ^')- 

On  aura  ainsi  cette  formule  générale  pour  le  multiplicateur  de  l'é- 
quation proposée 

F'(«)  F'ib] 
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en  supposant  a  et  b  déterminés  par  les  deux  équations 

¥{x,r,r',a)  =  o,     ¥'{x,y;y,  b)  =  o; 

et  le  premier  membre  de  l'équation  deviendra  alors  —  ^{a,  b);  de  sorte 
que  l'on  aura  sur-le-champ  l'équation  primitive  $(«,  b)=z  const. 

De  même,  si  l'on  prend  une  autre  fonction  quelconque  a  et  b,  re- 
présentée par  'i/(à,  b),  on  en  tirera  de  même  l'équation  primitive 
ij/(a,  b)  =  const. 

Ces  deux  équations  donneront  donc  a  et  b  égales  à  des  constantes, 
quelles  que  soient  les  fonctions  désignées  par  les  caractéristiques  <1> 
et  '\i,  ce  qui  redonnera  les  mêmes  équations  primitives  d'où  l'on  était 
parti;  d'où  l'on  voit  comment  ces  équations  se  trouvent  indépendantes 
des  fonctions  arbitraires  qui  peuvent  entrer  dans  les  multiplicateurs. 

On  peut  appliquer  cette  théorie  aux  équations  dérivées  des  ordres 
supérieurs  au  second,  et  en  tirer  des  conclusions  semblables. 

On  peut  donc  toujours  trouver  la  forme  générale  des  multiplica- 
teurs lorsqu'on  connaît  les  équations  primitives;  mais,  comme  ces 
multiplicateurs  fournissent  eux-mêmes  un  moyen  de  parvenir  aux 
équations  primitives,  il  serait  important  de  pouvoir  les  trouver  a  pos- 
teriori, d'après  les  équations  dérivées.  Euler  et  d'autres  après  lui  se 
sont  occupés  de  cette  recherche;  mais  c'est  un  de  ces  problèmes  dont 
on  ne  saurait  espérer  une  solution  générale. 

Pour  donner  un  exemple  de  ce  que  nous  venons  d'exposer,  prenons 

l'équation  du  second  ordre 

,  xf"  —  y  zz=  o, 

que  nous  avons  trouvée  plus  haut.  J'observe  d'abord  que,  dans  l'état 
où  elle  est,  son  premier  membre  est  déjà  une  fonction  dérivée  exacte; 
car,  puisque 

on  a 

xy"  =  [xf  y — y  ; 

de  sorte  qu'on  peut  la  mettre  sous  la  forme 

{xy)'  —  '2y=o; 
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d'où  l'on  tire,  sur-le-champ,  l'équation  primitive  du  premier  ordre 

A  étant  une  constante  arbitraire. 

Pour  avoir  l'équation  primitive  de  celle-ci,  je  cherche  un  multipli- 
cateur qui  rende  son  premier  membre  une  fonction  dérivée  exacte,  et 
il  est  facile  de  voir  que  cela  aura  lieu  en  divisant  l'équation  par  x'\  de 

sorte  que  le  multiplicateur  sera  —  • 

En  effet,  elle  devient  par  là 

y'        iy       k  __ 

X-  X-^  X'^  ' 

et  la  fonction  primitive  du  premier  membre  est 

T         A 

de  sorte  qu'on  aura  l'équation  primitive 

•^  —  - — ^  4-  B  =  o, 
X-      as- 
savoir, en  multipliant  par  oc^, 

y  -+-  Bx-  —  —  =  o, 

2 

B  étant  une  nouvelle  constante  arbitraire. 

Cette  équation,  contenant  ainsi  deux  constantes  arbitraires  A  et  B, 
sera  l'équation  primitive  complète  de  l'équation  proposée  du  second 
ordre;  et  l'on  voit,  en  effet,  qu'elle  coïncide  avec  l'équation 

X-  —  nay  -h  a-  -\-  b  =^  o, 

d'où  la  proposée  avait  été  dérivée,  puisqu'il  n'y  a  qu'à  la  diviser  par  B 

et  faire 

B  = , —  a-  +  6. 

2  a  21) 

Mais,  au  lieu  de  chercher,  comme  on  vient  de  le  faire,  l'équation 
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primitive  de  la  primitive  du  premier  ordre,  on  peut  chercher  une 
autre  équation  primitive  de  la  proposée;  et,  pour  cela,  j'observe  que 
la  fonction  dérivée  de  x'"y"  est 

ainsi,  la  proposée  étant 

xy'—y=o, 

on  voit  qu'en  faisant  m  =  —  i,  n  =  i,  son  premier  membre  deviendra 
une  fonction  dérivée  exacte,  étant  multipliée  par  x~-  ou  par  —,  et 
l'on  aura  la  nouvelle  équation  primitive 

X 

Combinant  donc  cette  équation  avec  l'équation 

xy'  —  2  j  -t-  A  ^  o, 

trouvée  précédemment,  pour  en  éliminer  y',  on  aura  l'équation  en  a; 

et  y 

—  Bx^  —  2J-  -{-  A^  o, 

(jui,  à  raison  des  deux  constantes  arbitraires  A  et  B,  sera  aussi  l'équa- 
tion primitive  complète  de  la  proposée.  En  effet,  elle  se  réduira  à  la 

même  forme 

X-  —  laf  -h  a-  ^  b  ^z  (), 

étant  divisée  par  —  B  et  faisant 
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LEÇON  QUATORZIÈME. 


DKS  VALEURS  SINGULIERES  QUI  SATISFONT  AUX  EQUATIONS  DERIVEES  ET  QUI  NE 
SONT  PAS  COMPRISES  DANS  LES  ÉQUATIONS  PRIMITIVES.  THÉORIE  DES  ÉQUATIONS 
PRIMITIVES  SINGULIÈRES. 


La  théorie  des  équations  dérivées,  exposée  dans  la  Leçon  XII,  porte 
naturellement  à  conclure  que  toute  valeur  qui  peut  satisfaire  à  une 
équation  dérivée  donnée  doit  être  renfermée  dans  son  équation  pri- 
mitive, pourvu  que  celle-ci  ait  toute  la  généralité  dont  elle  est  sus- 
ceptible par  les  constantes  arbitraires  qui  doivent  y  entrer.  Il  y  a 
néanmoins  des  équations  dérivées  auxquelles  satisfont  les  valeurs  (jue 
j'appelle  singulières,  parce  qu'elles  ne  sont  pas  comprises  dans  leurs 
équations  primitives.  Ces  sortes  de  valeurs  se  sont  présentées  aux  géo- 
mètres presque  dès  la  naissance  du  Calcul  différentiel;  mais,  comme 
la  théorie  des  constantes  arbitraires  n'était  guère  connue  alors,  on  n'a 
pas  d'abord  regardé  ces  valeurs  comme  formant  une  exception  aux 
règles  générales  du  Calcul  différentiel.  Euler  est  le  premier  qui  les  ait 
envisagées  sous  ce  point  de  vue  et  qui  ait  donné  des  règles  pour  les 
distinguer  des  intégrales  ordinaires. 

Depuis,  on  a  reconnu  qu'elles  dépendent  de  la  théorie  générale  des 
équations  différentielles  ou  dérivées,  et  qu'elles  servent  à  la  complé- 
ter; c'est  ce  que  nous  allons  développer  avec  toute  l'étendue  qu'exige 
l'importance  de  la  matière. 

Considérons  une  équation  quelconque  du  premier  ordre,  représentée 
par 
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et  supposons  qu'elle  soit  dérivée  de  l'équation  primitive 

F(.r,7,  a)  =  o, 

a  étant  la  constante  arbitraire. 

Suivant  la  théorie  générale,  cette  équation 

¥[x,x,a]=zo 

donnera  l'équation  dérivée 

Y'[x,x,a]  —  o, 

qui  se  réduit  à  la  forme 

Y'[x]^f¥[r)  =  o, 

conformément  à  la  notation  que  nous  avons  employée  jusqu'ici  ;  et  ces 
deux  équations,  étant  combinées  ensemble  de  manière  que  la  con- 
stante a  disparaisse,  produiront  la  suivante 

f[x,r,y')  =  o. 

Maintenant  il  est  clair  que  le  résultat  de  l'élimination  de  a  sera  le 
même,  quelle  que  soit  la  quantité  a,  soit  constante  ou  variable,  pourvu 
que  les  deux  équations 

Y[x,x,a)  =  o,     V'[x)  +  r'  V[y]  —  o 
soient  les  mêmes.  Donc  aussi  la  même  équation 

pourra  résulter  de  l'équation 

¥[x,x,n]  =  o, 

en  supposant  a  variable  et  fonction  de  x,  pourvu  que  l'équalidii  dé- 
rivée 

V[x,x,a]  —  o 

soit  également 

F(.r)+/F'(j)  =  o. 

Mais,  en  regardant  a  comme  une  fonction  de  x,  on  a 

Y[x,y,a]  =  Y'[x]+y'  ¥[r]  +  a   ¥[a); 
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ainsi  la  condition  dont  il  s'agit  aura  lieu  si  le  terme  a'¥'{a)  disparaît; 
d'où  il  suit  que  la  valeur  de  y,  tirée  de  l'équation  primitive 

satisfera  également  à  l'équation  du  premier  ordre 

en  prenant  pour  a  une  fonction  de  x  déterminée  par  l'équation 

a'  F'{a)  =  o. 
Cette  équation  donne  ou 

a'  =:  o,    ou    F'(«)  — -  o. 

L'équation  a'=  o  donne  a  égal  à  une  constante  quelconque;  c'est  le 
cas  de  l'équation  primitive  ordinaire,  dans  lequel  a  est  la  constante 
arbitraire. 

Mais  l'autre  équation 

F(«)  =  o, 

dans  laquelle  F'(a)  est  une  fonction  de  jc,  y  et  a,  donnera,  par  la  ré- 
solution, la  valeur  de  a  en  ^r  et  j;  et,  cette  valeur  étant  substituée 

dans  l'équation  primitive 

V[x,y;a]  =  o, 

ou  aura  une  nouvelle  équation  en  x  et  y,  sans  constante  arbitraire, 
qui  conduira  également  à  la  même  équation  dérivée,  et  qui  sera  néces- 
sairement différente  de  l'équation  primitive  ordinaire,  puisque  dans 
celle-ci  la  quantité  a  est  une  constante  arbitraire,  et  que  dans  l'autre 
elle  devient  une  fonction  de  x  et  y. 

Donc,  en  général,  si  l'on  élimine  a  des  deux  équations 

F(jc,j,  a)  =  o,     F'(a)  =  o, 

on  aura  l'équation  qui  renfermera  les  valeurs  singulières  de  y,  qui 
peuvent  satisfaire  à  l'équation  dérivée 

f[x,y,y')  =  o, 
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dont 

est  l'équation  primitive  ordinaire. 

Nous  appellerons  cette  équation  équation  primitwe  singulière,  pour 
la  distinguer  de  l'équation  primitive  ordinaire,  que  nous  appellerons 
aussi  équation  primitive  complète. 

11  faut  seulement  remarquer  que,  comme  l'essence  de  cette  équation 
consiste  en  ce  que  la  valeur  de  a  est  une  fonction  variable,  si  l'équa- 
tion 

F'{«)  =  o, 

par  laquelle  on  doit  déterminer  a,  donnait  pour  a  une  quantité  con- 
stante, ou  bien  une  telle  fonction  de  x  et  y  qui  devint  égale  à  une  con- 
stante en  vertu  de  l'équation 

dans  laquelle  on  doit  substituer  cette  valeur  de  a,  ou  qui,  dans  cette 
substitution,  donnât  le  même  résultat  qu'on  aurait  par  une  valeur 
constante  de  a,  alors  cette  équation  cesserait  d'être  une  équation  pri- 
mitive singulière,  et  ne  serait  plus  qu'un  cas  particulier  de  l'équation 
primitive  ordinaire. 

Nous  avons  trouvé  (Leçon  XII)  que  l'équation  du  premier  ordre 


y'  \Jx-  -{-y-  —  b  —  yy^'  —  ^  =  o 

a  pour  équation  primitive 

X-  —  ia)~  —  a-  —  b  z^  n, 

t>ù  a  est  la  constante  arbitraire.  Faisant  donc 

F[x,y,  a]  =^  X-  —  2.ay  —  a-  —  b, 

et  prenant  les  fonctions  dérivées  de  tous  les  termes  relativement  à  a 

seul,  on  aura 

F[a)  =  —  2/—  ia; 

X.  22 
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donc  l'équation 

F'(a)=:o     donnera     «=:  — j, 

valeur  qui,  étant  substituée  dans  l'équation  primitive,  donne 

X-  -hf-  —  b  =  o, 

équation  qui  satisfait  également  à  l'équation  du  premier  ordre. 
En  efîet,  cette  équation  donne 

y-^  b  —  X-     et    yy'  ■=  —  x; 
ces  valeurs  substituées  dans  l'équation 


y'  \/x-  -+-y-  —  b  —  yy  —  x  =  o 

la  rendent  identique. 

Comme  on  sait,  par  la  théorie  des  équations,  que  l'équation  dérivée 

F'{a)  —  o, 

relative  ka,  contient  la  condition  qui  rend  égales  deux  des  racines  de 

l'équation 

F{x,y,a]  =  o, 

ordonnée  par  rapport  à  a,  il  s'ensuit  que  la  valeur  singulière  de  y, 
dans  cette  équation,  a  la  propriété  de  donner  à  l'équation  en  a  une 
racine  double. 

On  voit,  en  eflfet,  que  l'équation 

a-  -H  2 «r  —  X-  -h  b  =  o 
acquiert  une  racine  double,  en  faisant 

Si  l'équation  primitive  était 

(x-  +  y-  —  b)  [y-  —  2ay]  -{-  [x-  —  b]a-  =  o, 
a  étant  la  constante  arbitraire,  l'équation  dérivée  relative  à  a  seiait 

—  y[x-  -T- y-  —  b)  +  [x-  —  6)rt  =  o, 
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d'où  l'on  tire 

«  =  ■ T-'—L ' 

X-  —  0 

valeur  qui,  étant  substituée  dans  la  proposée,  donne 

r^  f  r2  -4-  y2  __  6 1 
X-  —  b 

et,  par  conséquent. 


=  o. 


X- 


y^--b^o 


pour  l'équation  primitive  singulière. 

Mais,  de  ce  que  cette  équation  rend  la  valeur  même  de  a  nulle,  il  suit 
qu'elle  ne  sera  qu'un  cas  particulier  de  l'équation  primitive;  en  eflet 
elle  résulte  de  celle-ci,  en  y  faisant  «  =  o. 

On  peut  appliquer  aux  équations  des  ordres  supérieurs  au  premlei- 
la  théorie  que  nous  venons  de  donner  sur  les  équations  dérivées  de 
cet  ordre. 

En  effet,  si 

Y[x,y,y\f,  ...,j("-0,a)  =  o 

est  l'équation  primitive  de  l'équation  de  l'ordre  n 

a  étant  la  constante  arbitraire,  celle-ci  doit  résulter  de  l'élimination 
de  a  entre  l'équation  primitive  et  son  équation  dérivée;  et  il  est  évi- 
dent que  le  résultat  de  cette  élimination  sera  le  même,  soit  que  la 
quantité. a  soit  constante  ou  variable,  pourvu  que  les  deux  équations 
soient  de  la  même  forme. 
Or  l'équation  primitive 

est  la  même  dans  l'un  et  dans  l'autre  cas  :  son  équation  dérivée  est, 
dans  le  cas  de  a  constante, 

Y[x,y;f ,  .  .  .,j(n-0)z=o; 
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et,  dans  le  cas  où  a  serait  une  fonction  quelconque  de  .r,  elle  sera 

donc  les  deux  équations  deviendront  identiques  si  l'on  détermine  a  do 
manière  que  le  terme  a'Y'[a)  disparaisse. 

Faisant  donc 

a'  F'(a)=:o, 

on  a  ou 

«'  =  o, 

et  par  conséquent  a  égal  à  une  constante,  ce  qui  est  le  cas  ordinaire; 

ou 

F'(a)  =  o, 

ce  qui  donnera  une  valeur  de  a  en  x  et  y,  laquelle,  étant  substituée 
dans  l'équation  primitive 

donnera  une  équation  du  même  ordre,  qui  satisfera  également  à  l'é- 
quation 

f[x,y,y',  ...,y<"')  =  o; 

elle  pourra  donc  être  regardée  aussi  comme  une  équation  primitive 
singulière  sans  constante  arbitraire. 
L'équation  du  second  ordre 

a  pour  équation  primitive  du  premier  ordre 


X 2 


ay  -1-  a-  =  o. 


comme  on  peut  s'en  assurer  en  éliminant  a  au  moyen  de  son  équation 
dérivée 

X  —  Ctf":=  o. 

Si  l'on  prend  l'équation  dérivée  relativement  à  a,  on  a 

— r'  +  «  =  o  ; 
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(l'oîi  l'on  tire 

valeur  qui,  étant  substituée  dans  la  même  équation,  donne  celle-ci 

x- — y-^o,     d"où     r'=^±:x. 

Cette  valeur  de  y  satisfait  aussi  à  l'équation  pi'oposée;  mais  c'est 
une  valeur  singulière,  puisqu'elle  n'est  pas  contenue  dans  ré(jiiali(!ii 
primitive. 

Si  l'on  cherche  l'équation  primitive  de  l'équation  du  premier  ordre 

x-  —  2rtj-'  -I-  a-  =  o, 
il  est  facile  de  trouver  celle-ci 

-^ laf  -h  a-x  -\-  b  -^  o, 

où  b  est  la  nouvelle  constante  arbitraire. 

Si  maintenant  on  élimine  a  de  ces  deux  équations,  on  aura  la  sui- 
vante 


4 ^-  j-  -  -^j-' ]'  -  4  (^  -  ^f-  )  (r  -  ^)' )/  +  (^ 


3     ■    ^"' 


qui  sera  par  conséquent  l'autre  équation  primitive  du  premier  oi'drc 
de  la  proposée. 

On  peut  donc  aussi  chercher  une  équation  primitive  singulière  d'a- 
près cette  équation-ci,  en  prenant  son  équation  dérivée  relativement 
à  b,  et  l'on  trouvera 


—  4(r  — ^/)r'+ 2(6      ^ 


2.x 


d'où  l'on  tire 


9,X^ 


A=-^+2(j  —  ^7')/. 


Substituant  cette  valeur  dans  l'équation  précédente,  elle  devient 

4  (r  —  xf]^{x-^  —  /2  )  —  o. 
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Cette  équation  donne  ces  deux-ci 

y  —  j^y  ^  o     el     X-  ^  y-=^  o. 
La  première  ne  satisfait  pas  à  la  proposée,  car  elle  donne 


r  = 

'—  1 
X 

et,  de  là, 

7"- 

r' 

x- 

y 
X- 

_  r 

x- 

La  seconde  donne 

y  =^±x; 

c'est  la  même  que  nous  avons  trouvée  ci-dessus. 

Ainsi  les  deux  équations  primitives  du  premier  ordre  ne  donnent 
que  la  même  équation  singulière. 

Il  serait  cependant  naturel  de  penser  que  des  équations  primitives 
différentes  devraient  donner  aussi  différentes  valeurs  sinsrulières;  mais 
MOUS  allons  démontrer,  a  priori,  que  l'on  a  toujours  la  même  équation 
primitive  singulière,  de  quelque  équation  primitive  qu'on  la  déduise; 
ce  qu'on  ne  savait  pas  jusqu'ici. 

Considérons  une  équation  du  second  ordre,  représentée  en  général 
par 

/(^,r»r'>r")==o, 

et  dont  l'équation  primitive  entre  x  et  y  soit 

a  et  h  étant  les  deux  constantes  arbitraires. 

Par  la  théorie  générale,  on  aura  ses  deux  équations  primitives  du 
premier  ordre,  en  éliminant  a  ou  h,  par  le  moyen  de  cette  même  équa- 
tion et  de  sa  première  équation  dérivée 

Y[x,y]^o, 

a  et  h  étant  ici  regardées  comme  constantes. 

Comme  la  fonction  dérivée  F'(.r,  y)  renferme,  outre  les  constantes  a 
et  h,  la  fonction  y,  désignons-la  par  cp(j:',  r,  r',  a,  h). 
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Ainsi  on  aura  les  deux  constantes  primitives  du  premier  ordre,  en 
substituant  alternativement,  dans  la  même  équation 

la  valeur  de  h  en  or,  y,  a,  et  la  valeur  de  a  en  oc,  y  et  b,  tirées  de  la 

même  équation 

Y[x,y',a,  b]  =  o. 

Ensuite  on  aura  les  équations  primitives  singulières,  en  éliminant  a 
de  la  première  par  le  moyen  de  son  équation  dérivée,  prise  relative- 
ment à  a,  et  en  éliminant  h  de  la  seconde  par  le  moyen  de  son  équa- 
tion dérivée,  prise  relativement  à  h. 

Considérons  d'abord,  dans  l'équation 

la  quantité  b  comme  une  fonction  de  x,  y,  a,  déterminée  par  l'équation 

Y[x,y,a,b]  =  o; 
son  équation  dérivée,  prise  relativement  à  a,  sera 

©'(a)  +  b'  ^'[b)  =::  o, 

en  supposant  que  b'  soit  la  fonction  dérivée  de  b,  prise  relativemenl 
à  a;  or,  comme  b  est  une  fonction  de  «,  déterminée  par  l'équation 

Y[x,y,a,b)^=  o, 

on  aura  la  valeur  de  //,  en  prenant  la  dérivée  de  cette  équation  par 
rapport  à  a,  opération  qui  donne 

F'(«)  +  6'  F'(^)  =  o. 

Si  maintenant  on  élimine  b'  de  ces  deux  équations,  on  a 

cp'(fl)  Y[b]  —  o'[b)  F'(«)=:o. 

Cette  équation,  étant  combinée  avec  les  deux 

Y{x,y,a,b]  —  o     et     (i^[x,  y,y' ,a,b]  =  o, 
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donnera,  par  l'élimination  de  a  et  h,  l'équation  singulière  résultant 
de  l'équation  dérivée  relative  à  a. 

En  legardant  de  même  a  comme  fonction  de  h  dans  l'équation 

<^[x,y,y,a,b)  =  o, 

on  aura  également  l'équaùon  dérivée  relative  à  b 

a'  ©'(«)  +  9'(6)  ^  o, 

et  la  valeur  de  a  dépendra  alors  de  l'équation  dérivée  relativement 

à  h, 

a'  F'(a)  +  F'(6)  =  o; 

de  sorte  que,  par  l'élimination  de  a' ,  on  aura  pareillement 

çVOF'(^)-?'(*)F'(«)-o. 

Ainsi  l'équation  primitive  singulière,  déduite  de  l'équation  dérivée 
relative  à  h,  sera  encore  le  résultat  de  l'élimination  de  a  et  b,  par  le 
moyen  de  l'équation  précédente  et  des  équations 

y[x,y,a,b]  —  o,     cp(x,  j, /,  «,  i  ;  =  o. 

Donc  ce  résultat  sera  le  même  dans  les  deux  cas,  puisque  les  équa- 
tions sont  les  mêmes. 

Il  suit  de  là  qu'on  peut  trouver  directement  l'équation  })rimitive 
singulière  d'une  équation  du  second  ordre,  au  moyen  de  son  équation 
primitive  complète,  sans  connaître  en  particulier  les  deux  équations 
primitives  du  premier  ordi'e;  car,  soit 

Y[x,y,a,b]  =  o 

cette  équation,  où  a  et  h  sont  les  deux  constantes  arbitraires;  il  n'y 
aura  qu'à  éliminer  a,  b  et  //,  au  moyen  des  quatre  équations 

Y[x,x,  a,  b)=.  (),      o[x,y,y' ,n,b]  ^o, 
¥[a)  +  b'  V'^b)  =  o,     <f'[a)  +  b'  cf'[b]  =  o, 
en  supposant 
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On  peut  appliquer  le  même  raisonnement  aux  équations  des  ordres 
supérieurs,  et  en  tirer  des  conclusions  semblables.  Ainsi,  si 

F[x,f,a,b,c)  —  o 

est  supposée  l'équation  primitive  entre  ce  et  y,  et  les  trois  constantes 
arbitraires  a,  b,  c  d'une  équation  dérivée  du  troisième  ordre,  les  trois 
équations  primitives  du  second  ordre  donneront  une  même  équation 
primitive  singulière  de  ce  même  ordre,  qui  ne  sera  que  le  résultat  de 
l'élimination  de  a,  b,  c  et  de  b' ,  c' ,  au  moyen  de  ces  six  équations 

'¥[x,y,a,b,c)  —  o, 

o[x,y,y',a,b,c]  =  o, 

<]^[x,y,y',f,a,b,c]=io, 

¥[a]  +  b'  F'(6)  +  c'  F'(c)  =  o, 
<p'(a)  +  b'  9'(6)  +  c'  9'(c)  =  o, 
^'[a]-hb'  ']^'{b]  +  c'  4/'(c)  =  o, 


en  supposant 


m[x,y,y'  ,a,b,c]=i¥[x,y). 


et  ainsi  de  suite. 

Ainsi  l'équation  du  second  ordre 

''  X 

ayant,  comme  on  l'a  vu  ci-dessus,  pour  équation  primitive  entremet  y, 
l'équation 

— lay  -^  a- X  -\-  b  ^  o, 

où  rt  et  6  sont  les  constantes  arbitraires,  on  aura  tout  de  suite  l'équation 
primitive  singulière  du  premier  ordre,  en  combinant  cette  équation 
avec  son  équation  dérivée  ordinaire,  et  avec  les  deux  dérivées  de 
celles-ci,  prises  par  rapport  à  a,  et  en  regardant  b  comme  fonction 
de  X,  y,  y'  et  a,  de  manière  que  les  quantités  a,  b  et  b'  disparaissent. 
X.  a3 
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Pour  donner  plus  de  généralité  à  cet  exemple,  en  conservant  la  con- 
stante h  dans  l'équation  dérivée,  je  donnerai  d'abord  à  l'équation  pri- 
mitive la  forme 

o  o      3  6  — 6ar 


X 


cl  j'aurai  pour  sa  dérivée 


6ar'       36  —  Gar 
ix ■—  3=  o. 


Prenant  maintenant  les  dérivées  de  l'une  et  de  l'autre  relativement 

à  a,  il  viendra 

^         Gy       36' 

ba  — 1 =  o, 

Qy      6  j'       3  6' 

l-t-  vt»  «A 


b  étant  supposé  fonction  de  a. 
En  éliminant  d'abord  h',  on  a 


~^=o,     dou     a=y', 


les  deux  premières  donnent  ensuite,  en  éliminant  h, 

„  l>a-  —  Gar' 

^x  -] '—  =  o; 


substituant  la  valeur  de  a,  il  vient 

'^x — =:=  o,     ou     y'-  —  x-^^o, 

comme  plus  haut. 

Soit  encore  l'équation  du  second  ordre 


y  —  xy'+~  y"  —  [y'  —  xy"  f-f^  —  o, 


dont  l'équation  primitive  en  x  ç.iy  est 


CL 

r X-  —  ox  —  a'^  ~  b-  ;=  o. 
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Si  l'on  élimine  tour  à  tour  a  et  è  de  cette  équation,  au  moyen  de 
son  équation  dérivée 

y'  —  ax  —  /^  =3  o, 
on  a  ces  deux-ci 

j  +  ( ■  a- 1  a;2  —  (i  —  la^xy —  a-  —j'-  ==  o, 

^_  [h+y\x  _  (b-rr  _  ^. _ o. 

■2  X'^ 

En  prenant  l'équation  dérivée  de  la  première  relativement  à  a,  on 
trouve 

I ia\x'^-\-ix'f — 2«3i=o; 

d'où  résulte 


4(i  +  ^-) 
valeur  qui,  étant  substituée  dans  la  même  équation,  donne 

y  —  xy  —  r  -  +  ^-^ —^!--  =  o. 

J         -'       J  16(1  + ^p^j 

De  même  l'équation  dérivée  de  la  seconde,  relativement  à  h,  sera 

X       i[h  —  r')  , 

— I — ï^ — ~~-  -^  2b  =  0, 
■?.  x- 

d'où  l'on  tire 

"-  ^[^^x^y 

et  la  substitution  de  cette  valeur  donnera 

^r      /-  ,    (4/-^")'^  ^^. 

^         1  X-        i6x-[i-\-  X-]  ' 

ces  deux  équations  reviennent  au  même,  car  elles  se  réduisent  l'une 
et  l'autre  à  celle-ci 

(x^  \  x'' 


180  LEÇONS  SUR  LE  CALCUL 

qui  est,  par  conséquent,  l'équation  primitive  singulière  de  la  proposée 
du  second  ordre. 

On  aura  le  même  résultat  en  éliminant  immédiatement  a,  h  et  h\  au 
moyen  de  l'équation  primitive 

Y x"^  —  hx  —  a-  —  b-  =  o, 

de  sa  première  dérivée 

y'  —  ax  —  t  =  o 

et  de  leurs  deux  dérivées  par  rapport  à  a, 

\-- ia-\-[x -\- ih)b' ^o,     x-hb'  =  o. 

Ces  deux-ci  donnent,  eu  éliminant  b', 

\-  -ia  —  ix  -{-  ■2b)x  ^  o. 

En  combinant  celle-ci  avec  la  seconde,  on  trouve 

x--[-  ^xy'        .  4.7"'  —  -^^ 

'"'^4(1+^2)'      ^  =  4(,+a:2)' 

et,  ces  valeurs  étant  substituées  dans  la  première,  il  vient 

r(' +  ^')  +  7g  -  (^— H- ^j/ -r -  =^  «> 

comme  ci-dessus. 

Si  de  l'équation  primitive 

Y[x,y',x',  .  .  .,yin-*\n]  =  o 

on  tire  la  valeur  de  a  en  fonction  de 

et  qu'on  la  désigne  par 

il  est  clair  qu'en  substituant  cette  fonction  à  la  place  de  a,  dans  la 


DES  FONCTIONS.  181 

même  équation,  elle  deviendra  nécessairement  identique  ;  par  consé- 
quent ses  équations  dérivées,  relatives  à 


en  particulier,  auront  lieu  aussi. 
On  aura  donc 

F'(^)  +  F'(«)  <ï>'(^)=:0, 

F'(j)  +  F'(a)  ^'lr)=:o, 
F'(/)  +  F'(«)<I>'(/)  =  o, 


OÙ  j'ai  conservé,  sous  le  signe  F',  la  lettre  a  à  la  place  de  sa  valeur 


De  là  on  déduira 


^^^~       F[a) 
^•^'  F'(a) 

^•^  '  ¥'(a] 


Donc,  puisque  la  quantité  F'(a)  devient  nulle  dans  le  cas  de  l'équa- 
tion primitive  singulière,  il  s'ensuit  que,  dans  ce  même  cas,  les  va- 
leurs de 

<I>'(^),  $'(j),  $'(/),  ...,  (I)'(j(«-')j 

deviendront  chacune  infinie. 

Ce  caractère  fournit  aussi  un  moyen  général  de  trouver  l'équation 
primitive  singulière;  et  ce  moyen  est  surtout  utile,  lorsque  l'équation 
primitive  est  sous  la  forme 

^{x,r,y,x",  . .  .,j(«-o)  =  ff, 

laquelle  paraît  échapper  à  la  règle  générale  établie  ci-dessus,  car  on 
aurait  ici 


182  LEÇONS  SUR  LE  CALCUL 

et,  (le  là, 

d'où  l'on  ne  pourrait  rien  conclure  relativement  à  l'équation  primitive 
singulière. 

Il  faut  néanmoins  observer  que,  quoiqu'il  soit  vrai  que  l'équation 
primitive  singulière  rend  les  fonctions 

cï>'(.^),    <î>'(j),    $'(/),     ... 

intinies,  on  n'en  doit  pas  conclure  que  toute  équation  qui  rendra  ces 
(|uantités  infinies  sera  une  équation  primitive  singulière;  il  faudra,  de 
plus,  que  cette  équation  ne  rende  pas  la  fonction 

égale  à  une  constante,  car  on  n'aurait  alors  qu'un  cas  particulier  de 
l'équation  primitive  générale. 
Par  exemple,  si 

on  aura 

l'une  et  l'autre  de  ces  quantités  deviennent  infinies,  en  faisant  y  —  x=o, 
pourvu  que  m  <^i . 
Mais  cette  équation 

7'  —  X  =  o 

rend  la  valeur  de  $(^,  j)  égale  à  zéro  ou  à  l'infini,  suivant  que  m  est 
positif  ou  négatif;  donc  elle  ne  peut  pas  être  une  équation  primitive 
singulière. 

Prenons  l'équation  du  premier  exemple 

x"^  —  laf  -h  a-  —  l)  =  o; 
elle  donne 


a=^  —  f-\-  \Jx-  -+-  y-  —  b, 
donc 


<l)(.r,  j)  =  — jr  +  \Jx-  +  y^  —  b. 
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et,  de  là, 


\jx^  +  y^  —  b 


sjx-^y-—  b 


où  l'on  voit  que  ces  deux  fonctions  deviennent  infinies  par  l'équation 

primitive  singulière 

X'+y-  —  6  =  0. 

Nous  avons  trouvé  plus  haut  cette  équation  du  premier  ordre 

,  „,        x'<         (  x^  \     ,  ,., 

pour  l'équation  primitive  singulière  de  l'équation  du  second  ordre 

r'  -  ^/  +  -^  r"  —  (/  -  ^)"]-— y"'-  =  «  ; 

en  dégageant  la  fonction  j',  on  a 


ix -\- x^        J  \ -\- X- J  i6r -h  Ax- -i~  x'' 

r^— 1 =  0^ 


et,  divisant  ^^v  -^sj li^y  -^  l\x'-  -\-  x' ,  on  obtient 

Sy'  -\-  ^x  -\-  ix^    


\l  iQy  +  ^x"^  +  x'' 


=1  "2  \l  i  -\-  X- , 


équation  dont  les  deux  membres  sont  des  fonctions  dérivées  exactes. 
En  prenant  leurs  fonctions  primitives,  et  ajoutant  la  constante  arbi- 
traire k,  on  aura  l'équation  primitive 

^ liîy  -t-  ^x-  -\~  x'^  ^  X  \J i  -\-  X-  -\-  l{\J i  +  X-  ^  x)  +  k , 

comme  il  est  facile  de  s'en  assurer  en  prenant  les  fonctions  dérivées 

de  ses  deux  membres. 

Cette  équation  est,  comme  l'on  voit,  bien  différente  de  l'équation 

primitive  complète 

y X-  —  bx  —  d^  —  b'-^=^o  ; 

2 
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mais  elle  satisfait  également  à  l'équation  proposée  du  second  ordre, 
parce  qu'elle  satisfait,  en  général,  à  l'équation  du  premier  ordre,  qui 
satisfait  à  celle  du  second  ordre,  comme  primitive  singulière. 

Mais  cette  équation  du  premier  ordre  peut  avoir  elle-même  une  pri- 
mitive singulière  qu'il  est  bon  de  chercher. 

Comme  la  constante  k  est  débarrassée  des  variables  jc  et  v,  on  a 
immédiatement 


A^  r=z  y/ 1 6 j  +  4 •^"  +  ^ '*  —  ^  y/ 1  +  X-  —  / (  v'  I  +  ^-  +  ^ ) , 

(le  sorte  que,  en  désignant  cette  fonction  par  <î>(ar,  y),  et  prenant  les 
fonctions  dérivées  relatives  à  x  ou  r,  on  aura  sur-le-champ 


donc,  supposant  cette  quantité  infinie,  on  aura  l'équation 

1 6^  +  4  •^"  + -^'^  ^=  o 

pour  l'équation  primitive  singulière  de  l'équation  du  premier  ordre, 
qui  est  déjà  elle-même  une  primitive  singulière  de  la  proposée  du  se- 
cond ordre. 

Elle  satisfait,  en  effet,  comme  on  peut  s'en  assurer,  à  l'équation  du 
premier  ordre;  mais  elle  ne  satisfait  plus  à  celle  du  second  ordre. 

On  aurait  pu  aussi  déduire  immédiatement  cette  même  équation 
singulière  de  l'équation  primitive  entre  x  ti  y 

y X-  —  bx  —  a^  —  b-  ^^o, 

en  déterminant  «  et  ^  par  ses  deux  équations  dérivées  relatives  à  a 
et  b. 

On  aura  ainsi 

-X-  +  10^=  o,     X  -h  ib  =  o, 

d'où  l'on  tire 

4  2 
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substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  précédente,  elle  deviendrait 


se         X- 


rn-  -7:  +  -7-  =o. 
-^       16       4 

Il  n'est  pas  difficile,  en  effet,  de  démontrer,  par  la  théorie  générale 
des  équations  primitives  singulières,  que  ces  sortes  d'équations  pri- 
mitives singulières  doubles  résultent  de  l'équation  primitive 

F(x,j,  «,  6)  =  o, 

en  éliminant  les  deux  constantes  a  et  b  par  les  deux  équations  parti- 
culières 

F'(a)  =  o,     et    Y'{h)  =  o. 

Et  par  là  il  est  aisé  de  voir  la  raison  pourquoi  elles  ne  satisfont  pas, 
en  général,  à  l'équation  du  second  ordre,  dont 

¥[x,y,  a,b)  ^  o 

est  l'équation  primitive  complète  avec  les  deux  constantes  arbitraires  « 
et  b. 
Car  soit 

cette  équation  du  second  ordre;  elle  résulte,  comme  nous  l'avons  vu, 
de  l'élimination  de  a  et  6  regardées  comme  constantes,  au  moyen  des 
trois  équations 

¥{x,y,a,b)  =  o,     ¥'{x,x)  =  o,     F"(^,j)  =  o. 

Mais,  lorsqu'on  regarde  a  et  b  comme  des  fonctions  de  x  et  y, 

l'équation  dérivée  de 

F{x,x,a,b)  =  o 

n'est  plus  simplement 

T'[x,y]  —  o, 

mais  elle  devient 

F'[x,r)-]-a'  F'{a)  +  b'r[b)  =  o, 


laquelle  se  réduit  cependant  à 

V'[x,x)  =  o, 


M 
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en  déterminant  a  et  6  par  les  deux  conditions 

F{a]  —  o,     el     ¥'{b)  =  o, 

qui  sont  celles  de  l'équation  primitive  singulière  double. 

Comme  la  fonction  dérivée  Y'{x,  y),  étant  développée,  renferme 
les  variables  x,  y,  y'  et  les  deux  constantes  a  et  b,  désignons-la  par 
(ù[x,  y,  y\  a,  b);  il  est  clair  que  la  troisième  équation 

où  a  ei  b  sont  regardées  comme  constantes,  sera  représentée  par 

mais,  dans  le  cas  où  ces  quantités  sont  variables,  elle  deviendra 

(jui  ne  se  réduit  plus  à 

parce  que  les  deux  fonctions  <p'(a)  et  ç'(6)  ne  sont  pas  nulles. 
Ainsi  il  est  impossible  que  l'équation 

F[x,y,a,b)  =  o, 

dans  laquelle  a  et  b  sont  des  fonctions  de  x  et  j,  déterminées  par  les 

conditions 

F'(«]  =  o,     F'(6)^o, 

satisfasse  généralement  à  l'équation  du  second  ordre  qui  résulte  de  la 
même  équation  par  l'élimination  des  quantités  a  et  b,  au  moyen  de  ses 
deux  dérivées,  première  et  seconde,  prises  en  regardant  a  et  b  comme 
constantes. 

On  peut  étendre  cette  théorie  aux  équations  primitives  des  équa- 
tions des  ordres  supérieurs. 

Ainsi,  si  l'on  a  l'équation  primitive 

F{x,jr,a,  b,c]  —  o, 
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où  a,  h,  c  sont  trois  constantes  arbitraires,  et  qu'on  détermine  ces  trois 
quantités  par  les  trois  conditions 

F'(a)  =  o,     Y'[b]  =  o,     F'(c)  =  o, 

on  aura  une  équation  primitive  singulière  triple,  qui  sera,  par  consé- 
quent, la  primitive. singulière  d'une  équation  du  premier  ordre,  qui 
sera  elle-même  la  primitive  singulière  d'une  autre  du  second  ordre, 
laquelle  sera  enfin  la  primitive  singulière  de  l'équation  du  troisième 
ordre,  dont  la  même  équation 

Y[x,y,a,b,c)  —  o 

sera  la  primitive  ordinaire  complète  avec  les  trois  constantes  arbi- 
traires a,  b,  c;  mais  cette  équation  primitive  singulière  triple  ne 
satisfera  ni  à  l'équation  du  troisième  ordre,  ni  même  à  sa  primitive 
singulière  du  second  ordre. 

Nous  avons  démontré  plus  baut  que  les  fonctions  ^'[x],  4''(y), 
O'(r'),  . .  .,  (I)'(  yf"-'')  ont  des  valeurs  infinies  dans  le  cas  de  l'équation 
primitive  singulière  de  la  dérivée,  dont 


'^[x,r,r',f,  ...,j 


{n~\)\ 


est  la  primitive  ordinaire,  avec  la  constante  arbitraire  a. 

On  peut  conclure  de  là,  tout  de  suite,  que  tout  multiplicateur  qui 
rendra  une  équation  de  l'ordre  quelconque  ii,  telle  que 

une  dérivée  exacte  d'une  équation  de  l'ordre  inférieur  n  —  i,  devien- 
dra nécessairement  infini  en  vertu  de  l'équation  primitive  singulière 
de  la  même  équation. 

Car  soit  M  ce  multiplicateur  :  on  aura  donc,  par  l'bypothèse, 

M[_rW+f[x,y,y,  ...,7(«-0)]=,,4)'(^,j,y,  ...,j(«-0); 

et  l'équation  primitive  sera 

^[x,y,y',  ...,j(«-")  =  rt. 
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Or, 

Donc 

M  =  $'(/"-"); 

par  conséquent  la  quantité  M  deviendra  infinie  par  la  substitution  de 
la  valeur  dey'~''  donnée  par  l'équation  primitive  singulière. 

Cette  conclusion  suit  aussi  directement  de  la  forme  même  des  mul- 
tiplicateurs, que  nous  avons  donnée  dans  la  Leçon  XIII.  En  effet,  si 
l'équation  est  du  premier  ordre,  comme 

elle  n'aura  qu'une  équation  primitive,  telle  que 

¥{x,x,a)  =  o; 

et  tous  les  multiplicateurs  de   cette   équation   sont   nécessairement 

renfermés  dans  la  formule       „,    .■    ?  $(a)  étant  une  fonction  quel- 

F'[n)  ^    '  1 

conque  de  a,  en  supposant  qu'on  substitue  pour  a  sa  valeur  tirée  de 

la  même  équation 

Y[x,Y,a)  =  o\ 

donc,  puisque  l'équation  primitive  singulière  rend  la  fonction  ^\a) 
nulle,  tous  les  multiplicateurs  deviendront  aussi  infinis. 
Si  l'équation  dérivée  est  du  second  ordre,  comme 

elle  peut  avoir  deux  équations  primitives  différentes,  chacune  du  pre- 
mier ordre,  telles  que 

F[x,j,y'  ,a)  =  o     et     'è[x,y,y-'  ,h)  =  o; 
et  la  formule  générale  des  multiplicateurs  sera 
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4>(a,  b)  étant  une  fonction  quelconque  de  a  et  b,  c'est-à-dire  de  leurs 
valeurs  déterminées  par  les  équations  précédentes. 

Or  l'équation  primitive  singulière  rend  nulle  chacune  des  deux  fonc- 
tions dérivées  F'(rt),  F'(/>);  donc  tous  les  multiplicateurs  deviendront 
infinis  dans  le  cas  de  cette  équation,  et  ainsi  de  suite. 

Par  exemple,  l'équation 


/ 


s/x'^+y^  —  b 


qui  est  la  même  que  celle  qu'on  a  considérée  ci-dessus,  a,  pour  l'un 
de  ses  multiplicateurs,  la  quantité 

\/x-  +  y-  —  (> 

En  supposant  ce  multiplicateur  infini,  on  a 

X-  +  y-  —  b  =  o 

pour  son  équation  primitive  singulière;  ce  qui  s'accorde  avec  ce  qu'on 
a  déjà  trouvé. 

On  a  donc  ainsi  un  nouveau  moyen  de  trouver  les  équations  primi- 
tives singulières  par  les  multiplicateurs. 

Mais,  quoiqu'il  soit  prouvé  que  tout  multiplicateur  doit  devenir 
infini  par  l'équation  primitive  singulière,  on  ne  peut  pas  dire,  récipro- 
quement, que  toute  équation  qui  rendra  un  multiplicateur  infini  sera 
une  équation  singulière.  En  effet,  la  formule  générale  des  multiplica- 
teurs étant  pour  le  premier  ordre  ^  J  ,  -^  >  il  est  évident  que  sa  va- 
leur peut  devenir  infinie  sans  que  l'on  ait 

F'(a)  =  o; 

car  pour  cela  il  suffit  que  l'une  ou  l'autre  des  fonctions  $(«),  F'(y) 
reçoive  une  valeur  infinie. 

Au  reste,  on  peut  se  convaincre  aussi,  par  ce  raisonnement  fort 
simple,  que  l'équation  primitive  singulière  doit  rendre  infini   tout 
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multiplicateur  d'une  équation  d'un  ordre  quelconque  n,  de  la  forme 

Car,  M  étant  un  multiplicateur  de  cette  équation,  on  aura 

et  l'équation  deviendra 
dont  la  primitive  sera 

a  étant  une  constante  arbitraire. 

Maintenant  l'équation  primitive  singulière  doit  satisfaire  à  la  pro- 
posée 

et  ne  doit  pas  être  comprise  dans  sa  primitive  complète 

^[x,y,x',  ...,/"-")  =  «(. 

Donc  la  valeur  de  jC'-'^  tirée  de  la  primitive  singulière,  étant  sub- 
stituée dans  la  fonction  <\>[x,y,  y',  . . .,  j'"~'^),  ne  doit  pas  la  rendre 
égale  à  une  constante;  par  conséquent  elle  ne  devra  pas  rendre  nulle 
sa  dérivée  (^'{x,  y,  y,  . . .,  j'"~'^). 

Donc  cette  valeur  doit  rendre  nulle  la  quantité 

y<"^-\-f[x,x,y',  ...,r("-"), 
et  ne  doit  pas  rendre  nulle  la  quantité 

ce  qui  ne  peut  avoir  lieu  qu'autant  qu'elle  rendra  la  quantité  M  infinie. 


1>ES  FONCTIONS.  191 

C'est  à  peu  près  de  cette  manière  que  Laplace  a  démontré  le  pre- 
mier cette  proposition  importante,  que  d'autres  géomètres  avaieni  en- 
trevue, mais  dont  on  n'avait  pas  encore  donné  une  démonstration 
rigoureuse.  Voir  son  Mémoire  sur  les  Solutions  parlirulières .  parmi 
ceux  de  l'Académie  des  Sciences  de  1772. 
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LEÇON  QUINZIÈME. 

o 

COMMENT  l'équation   PRIMITIVE  SINGULIÈRE  RÉSULTE  DE  l'ÉQUATION  DÉRIVÉE. 


Par  les  principes  que  nous  venons  d'établir,  on  peut  trouver  l'équa- 
tion primitive  singulière  de  toute  équation  dérivée  dont  on  connaît 
déjà  l'équation  primitive  de  l'ordre  immédiatement  inférieur,  ou  dont 
on  est  en  état  de  trouver  cette  équation  à  l'aide  d'un  multiplicateur. 

Nous  allons  voir  maintenant  comment  on  peut  déduire  l'équation 
primitive  singulière  de  l'équation  dérivée  seule. 

Pour  cela,  il  faut  examiner  ce  que  l'équation  dérivée  devient  dans 
le  cas  de  l'équation  primitive  singulière. 

Reprenons  le  principe  fondamental  des  équations  primitives  singu- 
lières. 

Si 

est  l'équation  primitive  d'une  équation  du  premier  ordre,  celle-ci  sera 
le  résultat  de  l'élimination  de  la  constante  a,  au  moyen  de  son  équa- 
tion dérivée 

l-'[x,x]  =  o, 

relative  à  x  et  y;  et  l'équation  primitive  singulière  sera  le  résultat  de 
l'élimination  de  la  même  quantité  a,  au  moyen  de  l'équation  dérivée 

F'(a)=:o, 
relative  à  a. 

Supposons  que  l'on  tire  de  l'équation 

F'(r,j):r^O 
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la  valeur  de  a  en  fonction  de  x,  y,  y',  que  je  représenterai  par 
9(j?,  y,  j'),  et  qu'on  substitue  cette  fonction  au  lieu  de  a,  dans  l'équa- 
tion primitive 

Y[x,y,a)z=LO, 

on  aura  une  équation  en  x,  y,  y'  qui  sera  la  dérivée  de  la  proposée. 
Ainsi,  en  désignant  simplement  parc  la  fonction  9(0?,  j,j'),  on  aura 

F(.2:,  J,  cp)  =  o 

pour  l'équation  dérivée. 

Prenons  maintenant  la  dérivée  de  celle-ci,  et,  comme  cp  est  une  fonc- 
tion des  variables  x,  y,  y',  on  aura  cette  équation 

où  l'expression  ¥'{x,  y)  est  la  même  chose  que  le  premier  membre  de 
l'équation  ci-dessus 

F'(;r,j)=:o, 

si  ce  n'est  qu'à  la  place  de  a  il  y  a  sa  valeur  9,  tirée  de  cette  même 
équation;  d'où  il  suit  que  l'expression  dont  il  s'agit  sera  identique- 
ment nulle,  puisqu'elle  est  censée  être  le  résultat  de  la  substitution 
de  la  valeur  de  a,  qui  la  rend  nulle. 

La  dérivée  de  l'équation  du  premier  ordre 

se  réduira  donc  simplement  à  celle-ci 

9'F'(9)  =  o, 
laquelle  se  décompose,  comme  l'on  voit,  en  ces  deux-ci, 

(p'^o     et     F'(<p):^o. 

La  première 

cp'=o,     savoir,     <^'{x,f,y']  =  o, 

est  une  équation  du  second  ordre  qui  donne  la  valeur  de  y"  en  x,  y 
et  y. 

X.  25 
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Cette  équation  a  pour  équation  primitive  9  égal  à  une  constante  ar- 
bitraire; ainsi 

^  =  a     el     F(^,j,  cp)=:o 

sont  deux  équations  primitives  du  premier  ordre  de  la  même  équation 

du  second  ordre 

9'F'(cp)=-o; 

donc,  par  la  théorie  exposée  dans  la  Leçon  XII,  éliminant  y'  de  ces 
deux  équations,  on  aura  l'équation  primitive  de 

F(^,J,cp)  =  o, 

dans  laquelle  a  sera  la  constante  arbitraire;  mais,  comme  j'  n'est  con- 
tenue que  dans  la  fonction  9,  le  résultat  de  cette  élimination  sera  le 
même  que  celui  de  l'élimination  de  o;  par  conséquent  ce  résultat  sera 

ce  qui  redonne  la  même  équation  primitive  d'où  l'on  était  parti. 
Considérons  maintenant  l'autre  équation 

F'(cp)r=o; 

celle-ci  satisfait  aussi,  comme  l'on  voit,  à  la  même  équation  du  second 
ordre;  mais,  comme  elle  ne  contient  que  les  fonctions  j  et  j',  elle  peut 
être  regardée  comme  une  équation  primitive  du  premier  ordre  de  la 
même  équation,  mais  sans  constante  arbitraire.  Ainsi,  en  éliminant  y' 
par  le  moyen  de  celle-ci  et  de  l'équation  du  premier  ordre 

on  aura  une  nouvelle  équation  primitive  de  cette  même  équation,  qui 
sera  nécessairement  différente  de  l'équation  primitive 

Or,  comme  la  quantité  j'  n'est  contenue  que  dans  la  fonction  ç,  le 
résultat  de  l'élimination  de  y',  des  deux  équations 

F'(cp)  =  o     el     F{x,y,(f)=o, 

sera  le  même  que  celui  de  l'élimination  de  9,  comme  nous  l'avons 
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déjà  observé  plus  liaut;  et  ce  résultat  sera  évidemment  le  même  que 
celui  de  l'élimination  de  la  quantité  a  des  deux  équations 

F'(a)  =  o     et     F(^,j,  a)  =  o. 

Donc,  par  ce  qu'on  a  démontré  dans  la  Leçon  précédente,  ce  résul- 
tat donnera  l'équation  primitive  singulière  de  l'équation  dérivée  dont 

Y[x,y,a)  =  n 

est  l'équation  primitive  ordinaire,  a  étant  la  constante  arbitraire. 
D'où  l'on  doit  conclure  que  l'équation 

F'((p)  =  o 

donnera,  par  l'élimination  de  y',  la  même  équation  primitive  singu- 
lière de  la  proposée  du  premier  ordre 

qu'on  eût  trouvée  d'après  son  équation  primitive 

suivant  les  principes  et  la  méthode  exposés  dans  la  Leçon  précédente. 

On  voit  par  là  qu'il  est  toujours  possible  de  mettre  l'équation  dé- 
rivée sous  une  forme  telle  que  sa  dérivée  donne  elle-même  immédiate- 
ment l'équation  primitive  singulière,  s'il  y  en  a  une;  et  c'est  une  obser- 
vation qui  n'avait  point  encore  été  faite  jusqu'ici. 

Reprenons  l'équation  du  premier  exemple  de  la  Leçon  précédente  : 

x'^  —  nay  —  a"^  —  b  =  o, 

en  la  regardant  comme  une  équation  primitive  dont  a  est  la  constante 
arbitraire;  pour  avoir  l'équation  dérivée  qui  ait  la  propriété  dont  il 

s'agit,  il  faudra  y  substituer  pour  a  sa  valeur  —  tirée  de  la  dérivée 


X  —  ay  =  o. 
Ainsi  l'équation  dérivée  dont  il  s'agit  sera 


— r- rx  —  b 
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En  prenant  la  dérivée  de  celle-ci,  on  a 

r  xyT"         X         X'Y" 

r  r-      y-      r' 


équation  qui  se  réduit  à 


(/ 


X  \    xr 


comme  nous  l'avons  déjà  observé  dans  la  Leçon  XIÏ. 
En  la  mettant  sous  la  forme 

I  xy"  \  I  X 

on  voit  qu'elle  revient  à 

9'F'(cp)  =  o, 

en  supposant 

¥[x,y,a]^=  x"^  —  lay  —  a-  —  b 

et  prenant  pour  cp  la  valeur  de  a,  tirée  de  l'équation  prime 

X  —  ny'  ^  O- 
Le  facteur  du  premier  ordre  donne  l'équation 

r-t-^=^0'   d'où  r'  =  ~y 

valeur  qui,  étant  substituée  dans  l'équation  du  premier  ordre,  la  ré- 
duit à 

X-  —  h  -\-  ly-  —  y-  ^rzo,     ou     x--\-y-  —  6  =  0, 

équation  primitive  singulière,  comme  nous  l'avons  déjà  trouvée;  car 
l'équation  dérivée,  que  nous  considérons  ici,  est  la  même  que  l'équa- 
tion 

y'  \Jx-^  -i-y-^~  b—yf—  x  =  o, 

que  nous  avons  considérée  dans  le  premier  exemple  de  la  Leçon  pré- 
cédente; mais,  sous  cette  forme,  elle  n'aurait  pas  son  équation  prime 
décomposable  en  deux  facteurs. 
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Le  facteur  du  second  ordre  -^  —  '^>  étant  fait  éffal  à  zéro,  donnera 


On  aurait  aussi  facilement  par  ce  facteur  l'équation  primitive;  car, 
ant  la  fonction  dérivée  exacte 
lion  primitive  du  premier  ordre 


étant  la  fonction  dérivée  exacte  de  —■>  il  donnera  tout  de  suite  l'équa- 


X 

r 

multipliant  par  2j',  et  prenant  de  nouveau  les  fonctions  primitives,  il 

vient 

x-  =  lay  -\-  c, 

a  et  c  étant  des  constantes  arbitraires;  mais  la  proposée  n'étant  que 
du  premier  ordre  ne  peut  avoir  qu'une  constante  arbitraire  ;  il  faut 
donc  qu'il  y  ait  une  relation  entre  ces  deux  arbitraires;  pour  la  trouver 
il  faut  substituer  dans  la  proposée  les  valeurs  de  y  et  y'  tirées  des 
équations  primitives  que  nous  venons  de  trouver.  Ces  valeurs  sont 

et  -5  et  1  on  aura 

2rt  a 

X-  —  h  —  X-  -^  c  —  a-=iQ,     et  de  là     c-=  a-  +  h; 
de  sorte  que  l'équation  primitive  sera 

X-  ^lay  -\-  a-  H-  b, 
comme  ci-dessus. 

Il  n'est  pas  même  nécessaire  de  passer  à  une  seconde  équation  pri- 
mitive;  car  ayant  trouvé  —  =  «,  il  n'y  a  qu'à  substituer  tout  de  suite 

X 

a 
aussi 

X-  —  b  —  iny  —  a-^  o. 


la  valeur  de  j' =  -  dans  la  proposée  du  premier  ordre,  et  l'on  aura 


Considérons  les  équations  du  second  ordre.  Soit 

Y{x,x,f,a)=zo 
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l'équation  primitive  du  premier  ordre  d'une  équation  dérivée  du  se- 
cond. 

En  éliminant  a  au  moyen  de  l'équation 

on  aura  l'équation  du  second  ordre;  et,  en  l'éliminant  au  moyen  de 

l'équation 

F(«)  =  o, 

on  aura  l'équation  primitive  singulière. 

Soit  (s^[x.  Y,  y ,  y"),  ou  simplement  o,  la  valeur  de  a  en  fonction 
de  X,  y,  y ,  y",  tirée  de  l'équation 

F'(^.r»r')  — o; 

en  substituant  cette  valeur  dans  l'équation  primitive,  on  aura  une 
équation  dérivée  de  la  forme 

et,  si  l'on  prend  l'équation  dérivée  de  celle-ci,  il  est  visible  que  la 
partie  Y'[x,  y,  y'),  relative  à  la  variation  de  x,  y,  y',  sera  identique- 
ment nulle,  puisque  la  quantité  <p,  qui  y  est  regardée  comme  constante, 
est  supposée  déterminée  par  l'équation  même 

Il  ne  restera  donc  que  l'équation 

cp'   F'(cp)=ro, 

qui  se  décompose  en 

(p'^o    ei    F'((p)  =  o. 

L'équation 

<p'=  o 

sera  du  troisième  ordre,  et  donnera  la  valeur  de  y'".  Son  équation  pri- 
mitive sera  évidemment 

cp  =  «, 

en  prenant  a  pour  une  constante  quelconque.  Eliminant  y",  qui  est 
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contenu  dans  9,  au  moyen  de  l'équation  dérivée 

on  aura  le  même  résultat  que  par  l'élimination  de  o;  c'est-à-dire, 

équation  primitive. 

L'autre  équation 

F'(9)  =  o 

donnera  aussi,  par  l'élimination  de  j",  le  même  résultat  que  par  l'éli- 
mination de  9,  et,  par  conséquent,  le  même  résultat  que  par  l'élimina- 
tion de  a,  au  moyen  des  équations 

F'(a)  =  o     et     'Ç  [x,y,y-'  ,a]^=o, 

(jui  sont  les  mêmes  en  y  changeant  a  en  9, 

Donc  ce  résultat  sera  l'équation  primitive  singulière  de  l'équation 

du  second  ordre  dont 

V[x,x,r',a)  =  o 

est  l'équation  primitive  du  premier  ordre. 
L'équation  du  second  ordre 

que  nous  avons  considérée  dans  les  Leçons  précédentes,  a  pour  dérivée 

Y  X  ]•'  X  x- 

qu'on  peut  mettre  sous  cette  forme 

^(/'-^^)(r-$)=o. 

Le  facteur  j"— —9  n'étant  que  du  même  ordre  que  la  proposée, 
donnera,  par  l'élimination  de  y,  une  équation  primitive  singulière  de 
celle-ci;  car,  en  faisant  j"  —  —  =  o,  on  a 

■V-"  :=  ^  . 
■^  X  ' 
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valeur  qui,  étant  substituée  dans  la  proposée,  donne 


r- 
—  ■ — -  +1  =  0,     savoir,     X-  —  y~  -  =  o, 
x- 


comme  nous  l'avons  trouvé  dans  la  Leçon  précédente. 
L'autre  facteur  donnera  l'équation  du  troisième  ordre 


X 

■■—  =0, 

x 


qui,  étant  divisée  par  x,  a  pour  primitive  du  second  ordre 


r  ^  ^^ 

X        a 


a  étant  une  constante  arbitraire;  celle-ci  donne 


^   ~  a' 
substituant  cette  valeur  dans  la  proposée,  on  a 

X'  2  T'' 

— h  1  =  0,     OU     X-  —  iay'-\-a-^o, 

a-  a 

équation  primitive,  comme  on  l'a  vu  dans  la  Leçon  citée. 

Le  même  procédé  s'applique  aux  équations  d'un  ordre  quelconque; 
et  l'on  en  peut  conclure,  en  général,  que  toute  équation  dérivée  est 
susceptible  d'une  forme  telle  que  sa  dérivée  ait  deux  facteurs,  dont 
l'un  réponde  à  l'équation  primitive  ordinaire,  et  dont  l'autre  donne 
immédiatement  l'équation  primitive  singulière,  s'il  y  en  a  une;  ce  qui 
jette  un  nouveau  jour  sur  la  nature  des  équations  primitives  singu- 
lières :  car  il  est  évident  que  les  deux  facteurs  deJ'équation  dérivée, 
étant  indépendants  l'un  de  l'autre,  doivent  satisfaire  cbacun  en  parti- 
culier à  cette  équation,  et  par  conséquent  aussi  à  son  équation  primi- 
tive proposée. 

En  même  temps  on  voit  que  le  facteur  qui  donne  l'équation  primi- 
tive singulière,  et  qui  est  du  même  ordre  que  la  proposée,  ne  pourra 
pas  satisfaire  aux  équations  des  ordres  supérieurs,  puisqu'il  ne  satisfait 
pas  à  celle  qui  résulte  de  l'autre  facteur,  et  qui  contient  seule  les  fonc- 
tions dérivées  d'un  ordre  plus  élevé  que  la  proposée. 
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Je  considère  maintenant  que,  comme  toute  équation  dérivée  du  pre- 
mier ordre,  telle  que 

ne  peut  être  que  le  résultat  de  l'élimination  de  la  constante  arbi- 
traire a,  au  moyen  de  l'équation  primitive 

F(^,j,  a)  =  o, 
et  de  sa  dérivée 

ainsi  que  nous  l'avons  vu  dans  la  Leçon  XII,  et  que  l'équation 

est  déjà  le  résultat  de  cette  élimination  par  ce  que  nous  avons  dé- 
montré plus  haut;  il  suit,  de  la  théorie  connue  de  l'élimination,  que, 
si  les  deux  équations 

/(•^.r»r')  =  o  ei  F(^,j,  cp)  =  o 

ne  sont  pas  identiques,  elles  ne  peuvent  différer  que  par  un  facteur 
qui  affectera  l'une  des  deux,  et  qui  ne  pourra  être  qu'une  fonction 
de  X,  y  et  y' . 

Supposons  donc  que  M  soit  un  pareil  facteur,  en  sorte  qu'on  ait  l'é- 
quation identique 

On  aura  donc,  en  prenant  les  fonctions  dérivées, 

/'(^>r,r')  =  M.F'(^,r,?)  +  M'.F(^,j,(p); 

mais  nous  avons  déjà  vu  que  la  dérivée  de  Y{x,y,  ç)  se  réduit  à  ç'F'((p); 
donc,  substituant  9'F'((p)  pour  F'(a;,  j,  9),  et  mettant  à  la  place  de 
F{x,y,  çp)  sa  valeur  ■'  ^    m  ^^  ^^^^ 

/'(^,j,/)=M.F'(9).<p'+^./(^,j,/); 

c'est  la  forme  générale  de  la  dérivée  de  la  fonction /(.r,  j,  j')  qui  est 
le  premier  membre  de  l'équation  proposée. 

X.  16 


202  LEÇONS  SUR  LE  CALCUL 

On  voit  par  là  qu'étant  proposée  l'équation  du  premier  ordre 

on  pourra  satisfaire  à  sa  dérivée 

f'{x,y,f)  =  o, 

indépendamment  de  la  valeur  de  y",  par  le  moyen  de  l'équation  du 

même  ordre 

F'(9)  =  o, 

combinée  avec  la  proposée;  de  sorte  que  ces  deux  équations  pourront 
être  regardées  également  comme  des  équations  primitives  du  premier 
ordre  de  la  même  équation  dérivée 

du  second  ordre.  Par  conséquent  il  n'y  aura  qu'à  éliminer  y'  entre 
elles  pour  avoir  une  équation  primitive  de  la  proposée,  laquelle  ne 
sera  qu'une  primitive  singulière,  comme  nous  l'avons  démontré  ci- 
dessus. 

Maintenant,  si  dans  la  fonction  dérivée /'(^,  v,  j')  on  sépare  la 
partie  affectée  de  j",  elle  devient  y" /'{y')  -\-f'{x,y),  suivant  la  nota- 
tion que  nous  avons  adoptée.  Ainsi  la  dérivée  de  l'équation  proposée 

f[x,x,y')  =  o 
sera 

et  il  est  visible  qu'on  ne  peut  satisfaire  à  cette  équation  indépendam- 
ment de  la  valeur  de  y",  qu'en  égalant  séparément  à  zéro  les  deux 
fonctions /'(y)  et/'(^,  j);  il  est  facile  de  voir,  en  effet,  par  la  com- 
paraison de  l'expression  précédente  de /'(a?,  y,  y')  avec  la  forme  géné- 
rale trouvée  ci-dessus,  que  les  deux  équations 

emportent  ces  deux-ci 
et  réciproquement. 
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On  aura  donc  l'équation  primitive  singulière  de  la  proposée 

en  faisant,  dans  sa  dérivée 

les  deux  équations  séparées 

/'(/)^o,    f'[x,y)  =  o, 

et  éliminant  la  fonction  y'  au  moyen  de  la  proposée. 

Si  les  deux  résultats  donnent  la  même  équation  entre  x  et  j,  ce  sera 
l'équation  primitive  singulière;  sinon  ce  sera  une  marque  que  la  pro- 
posée n'admet  pas  d'équation  primitive  de  cette  espèce. 

Lorsque  les  deux  fonctions/'(y)  et/'(^,  j)  ont  un  facteur  commun, 
ce  facteur  égalé  à  zéro  remplit  les  deux  conditions,  et  donne  l'équation 
primitive  singulière  par  l'élimination  de  y',  au  moyen  de  la  proposée  : 
c'est  le  cas  où  celle-ci  est  de  la  forme 

comme  nous  l'avons  vu  au  commencement  de  cette  Leçon.  Il  y  a,  au 
reste,  une  forme  plus  générale  que  celle-ci,  où  la  dérivée  est  toujours 
décomposable  en  deux  facteurs  dont  l'un  donne  l'équation  primitive 
singulière;  nous  en  parlerons  plus  bas. 
L'équation  du  premier  ordre 

y'  -[x-  —  b)  —  2  xyy'  —  x'^  =  o, 

qui  est  la  même  que  nous  avons  considérée  au  commencement  de  cette 
Leçon,  mais  multipliée  par  j'^,  a  pour  dérivée 

2[j'(x2  —  6)  —  xy^y"  —  i  [yy'  -\-x)  —  o. 

On  voit  ici  que  les  deux  fonctions  y\x-  —  h)  —  xy  et  jj'-h  x  n'ont 
aucun  facteur  commun;  cependant,  si  on  les  fait  chacune  séparé- 
ment égale  à  zéro,  elles  donnent  ces  deux  valeurs  de  y',  savoir. 
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xy 


X-  —  b  y 

deux-ci 


et ;,  qui,  étant  substituées  dans  la  proposée,  donnent  ces 


2r2  .  x'^{x-  —  h 


x^y 


-\-X-  =  0,        ^ 1-^-==:0, 


x'^  —  b  j^ 

lesquelles  se  réduisent  à  la  même,  savoir, 

Ainsi  cette  équation  est  la  primitive  singulière  de  la  proposée, 
comme  nous  l'avions  déjà  trouvé. 

Je  remarque  maintenant  que  l'équation  du  premier  ordre 

ayant  pour  dérivée 

r"/'(/)+/'(^.r)  =  o. 

donne  en  général 

^  ~      f'ir') 

Mais  nous  venons  de  voir  que,  dans  le  cas  de  l'équation  primitive 
singulière,  on  a  séparément 

donc  on  aura,  dans  ce  cas, 

,."-2. 

ce  qui  donne  cette  règle  générale  et  fort  simple  pour  trouver  l'équa- 
tion primitive  singulière  de  toute  équation  du  premier  ordre  lorsqu'il 
y  en  a  une. 

Cherchez,  en  prenant  les  fonctions  dérivées,  la  valeur  de  la  fonction 
seconde  y",  et  supposez-la  égale  à  zéro  divisé  par  zéro,  vous  aurez  deux 
équations  en  x,  y  et  y',  qui,  étant  combinées  avec  la  proposée,  donne- 
ront, par  l'élimination  de  y',  deux  autres  équations  en  x  et  y.  Si  elles 
ont  un  facteur  commun,  ce  sera  l'équation  primitive  singulière  de  la 
proposée. 
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On  peut  appliquer  ce  procédé  à  l'exemple  que  nous  avons  traité 
ci-dessus. 

Soit  encore  l'équation  du  premier  ordre 

(  xf'  —  y)[  xy  —  2  j)  +  ^^  =  o  ; 
sa  dérivée  sera 

xl^ixf —  '^y']'y''  —  xy'-  4-/'/'+  "^x-  =:  o, 
d'où  l'on  tire 

x[ixy'~ly] 


Faisant  cette  expression  =  -,  on  aura  les  deux  équations 

xy^  —  yy'  —  3  :r-  =  o,     2  xy'  —  3^-'  =  o, 

d'où  il  faudra  éliminer  j'  par  le  moyen  de  la  proposée,  La  seconde 
donne 

^  -  ix' 

cette  valeur,  substituée  d'abord  dans  la  première,  donne  celle-ci 

3r- 
l^x 

et,  substituée  dans  la  proposée,  elle  donne 

—  —. — f-  ar^  =  o; 
4 

ces  deux  équations  se  réduisent,  comme  l'on  voit,  l'une  et  l'autre  à 
celle-ci 

qui  sera,  par  conséquent,  l'équation  primitive  singulière  de  la  pro- 
posée. 

On  peut  s'en  assurer,  en  effet,  par  l'équation  primitive  qui  est 

x"- 
y  —  ax =  0, 
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où  a  est  la  constante  arbitraire.  Sa  dérivée  relative  à  a  sera 


X- 

—  X  -\ T-  =  o. 

a- 


laquelle  donne 

a-  ■^:^  X     et     a  ^  v^; 

et  l'équation  primitive  devient,  par  la  substitution  de  cette  valeur, 

y  —  IX  \Jx  =  o,     ou     >'-  —  ^x^  =■  o; 

la  même  que  nous  venons  de  trouver. 

Il  est  facile  de  voir,  par  l'expression  générale  de  y",  que  non  seule- 
ment cette  expression  devient-  en  vertu  de  l'équation  primitive  singu- 
lière, mais  que  les  expressions  des  fonctions  suivantes  r'",  j'^,  . . .  de- 
viendront aussi  -  en  les  réduisant  d'abord  en  simples  fonctions  de  y', 

y",  ...,  tirées  de  l'équation  proposée,  et  substituant  ensuite  la  valeur 
de  y  en  x,  donnée  par  l'équation  primitive  singulière. 

On  peut  regarder  cette  propriété  de  l'équation  primitive  singulière 
comme  son  vrai  caractère  distinctif;  et  l'on  peut  se  convaincre  d'ail- 
leurs que  son  existence  dépend,  en  effet,  de  ce  que  les  valeurs  des 
fonctions  y",  y'",  •  •  •  des  ordres  supérieurs  à  la  proposée  demeurent 
indéterminées. 

Car,  si  ces  valeurs  ne  devenaient  pas  indéterminées  dans  le  cas  de 
l'équation  primitive  singulière,  on  pourrait,  dans  ce  cas  même,  em- 
ployer la  formule  générale  donnée  dans  la  Leçon  XII 


r=r"+r'"^+j""Y  ^^""^ 


dans  laquelle  j",  j"',  j"",  . , .  sont  les  valeurs  qui  répondent  à  a?  =  o; 
et  la  quantité  j",  qwi  est  la  constante  arbitraire,  recevrait  alors  une 
valeur  particulière  dépendante  de  cette  équation;  de  sorte  que  la  va- 
leur de  y  en  x,  au  lieu  d'être  une  valeur  singulière,  ne  serait  plus, 
contre  l'hypothèse,  qu'un  cas  particulier  de  la  valeur  générale. 

Il  arrive  donc  ici  ce  qui  a  lieu  dans  les  formules  générales,  lorsqu'il 
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y  a  des  cas  qu'elles  ne  peuvent  pas  représenter  :  elles  donnent  alors 
zéro  divisé  par  zéro;  c'est,  pour  ainsi  dire,  le  moyen  que  l'analyse 
emploie  pour  échapper  aux  contradictions;  les  racines  imaginaires 
n'indiquent  pas,  à  proprement  parler,  une  contradiction,  mais  une 
impossibilité. 

Cette  théorie  s'applique  également  aux  équations  des  ordres  supé- 
rieurs au  premier,  et  fournit  des  conclusions  semblables. 

En  représentant  par 

l'équation  primitive  du  premier  ordre  d'une  équation  du  second  ordre, 
nous  avons  vu  que  celle-ci  peut  se  réduire  à 

F(^,j,/,  cp)  =0, 

et  que  sa  dérivée  sera  alors 

Or,  quelle  que  puisse  être  la  forme  sous  laquelle  une  équation  pro- 
posée du  second  ordre  pourra  se  présenter,  comme,  en  dernière  ana- 
lyse, elle  doit  toujours  être  le  résultat  de  la  même  élimination  qui 
donne  l'équation 

il  s'ensuit  qu'elle  ne  pourra  être  que  celle-ci  multipliée  par  une  fonc- 
tion quelconque  du  même  ordre  ou  d'un  ordre  inférieur. 
Ainsi,  si  l'équation  proposée  est 

f{x,jr,x',y")=o, 
on  aura  nécessairement 

/(^.r,r'»r")  —  M.F(x,j,/,  9), 

M  étant  une  fonction  de  ce,  y,  y' ,  y". 

De  là,  en  prenant  les  fonctions  dérivées,  et  mettant  F'((p).cp' pour 
Y'[x,  y,  y' ,  <!^),  on  aura,  comme  plus  haut,  l'équation 
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D'où  il  est  aisé  de  conclure  que  l'on  pourra  satisfaire  à  la  dérivée 

f'{^,r>r'>r")  =  o 

de  la  proposée,  indépendamment  de  la  valeur  de  la  fonction  tierce  j'", 
au  moyen  des  deux  équations  du  second  ordre 

F'(<p)  =  o,     et    f{x,f,f,x")  =  o, 

dont  la  seconde  est  la  proposée;  et  qu'on  aura  l'équation  primitive 
singulière  de  celle-ci,  en  éliminant  y"  des  mêmes  équations.  Or,  la 
dérivée  de  la  proposée  étant  de  la  forme 

^"'/'(r")+/'(^'r'r')  =  o» 

on  n'y  peut  satisfaire,  indépendamment  de  la  valeur  de  y'",  que  par  les 
deux  équations  séparées 

/'(/')  =  o,   et  f'{x,r,r']  =  o. 

Il  faudra  donc  éliminer  y"  de  chacune  de  ces  deux  équations,  au 
moyen  de  la  proposée 

et,  si  les  deux  résultats  donnent  une  même  équation,  ce  sera  l'équa- 
tion primitive  singulière  de  la  proposée. 

On  voit,  en  même  temps,  que  puisqu'on  a,  en  général, 

les  deux  équations  dont  il  s'agit  rendent  la  valeur  de  y'"  égale  à  -;  de 

sorte  que  l'on  peut  regarder  la  condition  de  y'"  =  -  comme  «elle  qui 

détermine  l'équation  primitive  singulière  de  la  proposée  du  second 
ordre. 

En  appliquant  les  mêmes  principes  aux  équations  d'un  ordre  quel- 
conque fi'"'"'-',  on  en  conclura  que,  pour  trouver  son  équation  primitive 
singulière,  si  elle  en  a  une,  il  faudra  tirer  de  sa  dérivée  la  valeur  de  la 
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fonction  y'"^'^  de  l'ordre  suivant,  et  la  faire  =-?  en  égalant  séparé- 

o 
ment  le  numérateur  et  le  dénominateur  à  zéro,  et  éliminer  ensuite  de 
ces  deux  équations  la  fonction  y'  au  moyen  de  la  proposée. 

Si  ces  deux  éliminations  donnent  un  même  résultat,  ce  sera  l'équa- 
tion cherchée. 

Nous  avons  vu  plus  haut  que  l'équation  du  second  ordre 

a  pour  dérivée  une  équation  résoluble  en  facteurs  dont  l'un,  qui  n'est 
que  du  second  ordre,  donne  sur-le-champ  l'équation  primitive  singu- 
lière par  l'élimination  de  j".  Mais,  si  la  même  équation  était  proposée 

sous  la  forme 

xy"-  —  "^y'y"  +  x  =zo, 

sa  dérivée 

^.[xy"  —  y')y"'  —  j"2  +  i  =  o 

ne  présenterait  plus  de  facteur. 
Or  elle  donne 


y  2 


Égalant  à  zéro  séparément  le  numérateur  et  le  dénominateur,  on  a 
ces  deux  équations 

y"'-  —  !  =  o     et     xy"  —  j-'  =  o. 

La  première  donne  y"  =±i;  ce  qui,  étant  substitué  dans  la  propo- 
sée, donne 

i[xzhy')=^o     ou    y-  —  x-=io.. 


La  deuxième  donne 


r"=— ' 

"^  X 


dont  la  substitution  dans  la  proposée  donne 


y' 2 

—  - 1-^  =  0,     savoir,     r''^  —  x'^^=o. 

X  •' 
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Ainsi  cette  équation  est  la  primitive  singulière  de  la   proposée, 
comme  nous  l'avons  déjà  trouvé. 

Considérons  encore  l'équation  du  second  ordre 

r-^y+^r"-ir'-^r"y'-r"'^o. 

Prenons  les  fonctions  dérivées  pour  avoir  la  valeur  dey'";  on  trou- 
vera 

y-y-h^r"-w"-^^r"'^'^[r'-^r")^.r"'~^r"f"  =  ^' 

c'est-à-dire. 

d'où  l'on  voit  que  y'"  deviendra  -  en  égalant  à  zéro  le  facteur  par  lequel 

il  est  multiplié. 
On  aura  ainsi  cette  seule  condition 

1-  2  (  j'  —  xy"  )  X  —  ly"  =  o, 

d'où  l'on  tire 

j, 4  ^.v'  +  ^' 

^'  ~  4(1  +  ^^)  ' 

Cette  valeur,  étant  substituée  dans  la  proposée,  donnera  l'équation 


quelle  se  réduit  tout  de  suite  à  celle-ci 


■2 


X  -{-  x^     ,      x''  —  i6y^ 


•^        ai  +  ^-r         i6li-hx-) 


L'équation  du  troisième  ordre 

[^  +  2  (  J'  -  Xf  )  X  -  2/' J  /"  =  O, 
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que  nous  venons  de  trouver  pour  la  dérivée  de  la  proposée  du  second 
ordre,  donne  naturellement 

y"=o, 

d'où  l'on  tire  successivement,  par  les  fonctions  primitives, 

y  =  a,    x'  ^  ax  -T-  b 


et 


2 


a,  b,  c  étant  des  constantes  arbitraires,  relativement  à  l'équation 

j"'=o; 

mais,  comme  la  proposée  n'est  que  du  second  ordre,  elle  aura  une 
constante  arbitraire  de  moins;  et,  en  y  substituant  les  valeurs  précé- 
dentes de  y  y  y,  y,  elle  devient 

c  —  b'^  —  a-  =  o- 

ce  qui  donne  c=:^a^-\-b-,  de  manière  que  l'équation  primitive  en  x 
et  r  devient 

y=z-x-^bx'^a--v-  b-, 

comme  on  l'a  vu  plus  baut. 

Ainsi,  dans  ce  cas,  les  deux  facteurs  de  la  dérivée  de  l'équation  pro- 
posée donnent  directement,  l'un,  l'équation  primitive  singulière  du 
premier  ordre;  l'autre,  l'équation  primitive  en  x  et  y,  comme  nous 
l'avons  déjà  vu  ci-dessus  dans  un  autre  exemple. 

Nous  avons  vu,  au  commencement  de  cette  Leçon,  que  l'équation 
dérivée  d'une  équation  primitive 

¥[x,x,<i]  =  o 

peut  être  représentée  par 

où  9  est  mis  pour  9(,r,  j,  y'),  cette  fonction  étant  la  valeur  de  a,  tirée 
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(le  l'équation  prime 

et  nous  avons  vu  en  même  temps  que  l'équation  primitive  singulière 
rend  la  fonction  F'(9)  nulle. 

Supposons,  ce  qui  est  toujours  possible,  que  l'équation  dérivée  pro- 
posée soit  réduite  h  la  forme 

donc,  si,  dans  l'équation 

F(-^,r,  ?)  —  o, 

on  substitue  à  la  place  de  y'  sa  valeur  —f[x,y),  elle  deviendra  né- 
cessairement identique;  par  conséquent  ses  deux  équations  dérivées, 
relatives  l'une  à  a?  et  l'autre  à  y,  auront  lieu  chacune  en  particulier. 
On  aura  donc  ainsi,  puisque  la  quantité  y'  n'est  contenue  que  dans 
la  fonction  9,  ces  deux  équations,  dans  lesquelles  F'(^),  F'(j)  et  F'('p) 
dénotent,  comme  à  l'ordinaire,  les  fonctions  dérivées  de  F(^,  j,  9), 
prises  relativement  à  x^  y  et  9, 

F'(^)-F(9)9'(/)/'(^)  =  o, 
F'(j)-F(cp)9'(/)/'(j)  =  o, 


d'où  l'on  tire 


/'M  =  ^^^'   /'(r)-     ''^^' 


F'(?)?'(r')    '  '"     p'{9)9'{r) 

Or  l'équation  primitive  singulière  rend 

F'(9)  =  o; 

donc  elle  rendra  infinies  les  deux  fonctions /'(^i?)  et /'(y). 

Ce  qui  fournit  un  caractère  fort  simple  pour  reconnaître  si  une  va- 
leur qui  satisfait,  sans  constante  arbitraire,  à  une  équation  dérivée 
donnée,  est  une  valeur  singulière  ou  simplement  un  cas  particulier  de 
la  valeur  générale. 

Cette  propriété  peut  servir  aussi  à  trouver  les  valeurs  singulières 
dont  une  équation  dérivée  est  susceptible;  car,  si  l'équation  qui  rend 
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/'(.z)  et/'(j)  infinies  satisfait  en  même  temps  à  la  proposée 

elle  en  sera  l'équation  primitive  singulière. 
L'équation 

slx--^y-—  b—x 

qu'on  a  déjà  considérée  plus  haut,  donne 


d'où  l'on  tire 


/'(r)  =  - 


y/x-  +  j-  —  />  — y       sJx-  +/•-  —  b{^x-  -+- y-  ~  b  — y}' 

X 


\Jx-  -+- y-  —  b{  sjx''^  +  y-  —  b  —  y) 
Ces  deux  quantités  deviennent  infinies  par  la  supposition  de 

\Jx-  -+-  y-  —  b  —  y  =:  o, 

ainsi  que  par  celle  de 


\Jx-^-{-y^  —  b  =  o; 

la  première  donne 

X-  —  b  =  o, 

valeur  qui  ne  peut  satisfaire  à  la  proposée  qu'en  faisant 

b  =  o; 

la  seconde  donne 

X-  -h  y-  —  b  =  o, 

équation  qui  satisfait  à  la  proposée,  et  qui  en  est,  par  conséquent, 
l'équation  primitive  singulière,  comme  on  l'a  déjà  vu  plus  haut. 

Appliquons  la  même  théorie  aux  équations  du  second  ordre;  on  a 
vu  qu'elles  peuvent  être  représentées  par 

F'(^,j,/,  cp)  =  o, 
en  supposant  que 
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soit  l'équation  primitive  du  premier  ordre,  et  que  cp  ou  (p(x,  y,  y')  soit 
la  valeur  de  a  tirée  de  l'équation  prime 

F'(^,j,/)  =  o. 

On  a  vu,  en  même  temps,  que  l'équation  primitive  singulière  est 

donnée  alors  par  l'équation 

F'(9)  =  o. 

Supposons  maintenant  que  l'équation  proposée  soit  réduite  à  la 

forme 

X"+f{x,x,x')  =  o. 

Donc,  si  dans  l'équation 

F'(.îf^,r,r'»9)  =  o 

on  substitue  pour  j"  sa  valeur  —/{x,  y,  y'),  on  aura  une  équation 
identique  dont,  par  conséquent,  la  dérivée  aura  lieu  par  rapport  à  cha- 
cune des  variables  œ,  y,  y'  en  particulier. 

Ainsi,  comme  la  fonction  y"  n'est  contenue  que  dans  la  fonction  cp, 
on  aura  ces  trois  équations  : 

F'(^)-F(9)<p'(r')/V)  =  o, 
F'(j)-F'(9)9'(j')/'(r)  =  o, 
F(/)-F'(9)ç'(/)/'(/)=o; 


d'où  l'on  tire 


F'(?)  ?'(/) 

L'équation  primitive  singulière  étant  donnée  par  l'équation 

F'(?)  =  o, 
il  s'ensuit  qu'elle  rendra  infinies  les  trois  fonctions  dérivées /'(a;), 

I\y)J\y') 
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En  général,  on  pourra  prouver  de  la  même  manière  que,  si  l'on  a 
une  équation  de  l'ordre  w"'™^,  réduite  à  la  forme 

son  équation  primitive  singulière  rendra  infinies  les  fonctions  dérivées 
f\jc),f'[y),f'[y'),  . . .,  jusqu'à  la  suivante  inclusivement,  /'(y'"~''). 
Pour  confirmer,  a  posteriori,  ce  que  nous  venons  de  démontrer,  con- 
sidéroiis  une  équation  du  premier  ordre,  telle  que 

à  laquelle  satisfasse  une  valeur  singulière  de  y,  que  nous  désigne- 
rons par  X,  fonction  de  x. 
On  aura  donc,  par  l'hypothèse, 

et,  pour  que  la  valeur  X  ne  soit  pas  comprise  parmi  les  valeurs  de  y, 
données  par  l'équation  primitive,  il  faudra  qu'en  supposant,  en  général, 

z  étant  une  nouvelle  variable,  la  valeur  de  z,  tirée  de  l'équation  pri- 
mitive ordinaire,  ne  puisse  jamais  être  nulle. 
Substituons  donc  X  -h  s  au  lieu  de  y  dans  l'équation  proposée;  on 

aura 

X'+s'  +  /(a;,X  +  z)  =  o. 

Développons  la  fonction /(j?,  X  -h  2)  suivant  les  puissances  de  z  ;  on 
aura  généralement,  en  rapportant  les  fonctions  dérivées  à  la  seule 
variable  X, 

/(^,X-l-.)=/(^,X)  +  z/'(X)  +  ^/"(X)+...; 
donc,  faisant  cette  substitution,  on  aura,  à  cause  de 

X'-i-/(x,X)=:0, 
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l'équation 

z'  +  ^/'(X)  +  ^/"(X)-i-...=.o, 

qui  sert  à  déterminer  s  en  oc. 

Or,  si  la  quantité  z  pouvait  devenir  nulle,  elle  pourrait  aussi  être 
très  petite. 

Supposons-la  d'abord  très  petite,  et  cherchons-en  la  valeur  par 
appi'oximation. 

Pour  cela,  on  négligera  d'abord,  vis-à-vis  du  terme  qui  contient  z, 
les  suivants  qui  contiennent  z^,  z^,  ...,  comme  étant  beaucoup  plus 
petits,  et  l'on  aura,  pour  la  première  approximation,  l'équation 

^'  +  z/'(X)=o, 

laquelle,  étant  divisée  par  z,  a  pour  équation  primitive 

lz-^Xz=  /f , 

en  prenant  X  pour  la  fonction  primitive  de/'(X),  prise  par  rapporta 
la  variable  a-,  dont  X  est  une  fonction  donnée,  et  k  pour  une  constante 
arbitraire;  de  là  on  tire 

z  =  e       =  e''.e      =  ae     , 
en  faisant  a  =  e*. 

Ayant  ainsi  la  première  valeur  approchée  de  z,  on  la  substituera 
dans  les  termes  négligés,  et  l'on  pourra  trouver  une  seconde  valeur 
plus  approchée,  et  ainsi  de  suite. 

De  cette  manière,  la  valeur  de  z  contiendra  la  constante  arbitraire  a, 
et  elle  deviendra  nulle  en  faisant  a  =  o;  par  conséquent,  X  ne  sera 
pas  une  valeur  singulière,  contre  l'hypothèse. 

On  doit  conclure  de  là  que,  pour  que  X  soit  une  valeur  singulière 
non  comprise  dans  la  valeur  générale,  il  faut  que  le  développement  de 
/{ce,  X-h  z)  contienne  d'autres  puissances  de  z  que  les  puissances  en- 
tières et  positives. 

Supposons  donc  que  ce  développement  donne,  en  général, 

f{x,  X-hz]=  f[x, X)  +  Pz"'  +  Qz" H- . . . , 
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m,  n,  ...  étant  des  nombres  quelconques  qui  vont  en  augmentant,  et 
P,  Q,  . . .,  (les  fonctions  de  ar;  on  aura  l'équation  en  :; 

:;'  +  Ps'«+  Q2«  +  .  .  .  =  o. 

On  aura  donc  aussi,  pour  la  première  approximation, 

;:'+P2'«  =  o, 

équation  qui,  étant  divisée  par  s'",  a  pour  équation  primitive 

h  V  =  A-, 


en  prenant  V  pour  la  fonction  primitive  de  P,  et  k  pour  la  constante 
arbitraire. 

Or,  pour  que  X  soit  une  valeur  singulière  de  y,  il  faut  que  la  valeur 
:;  =  o,  qui  y  répond,  ne  puisse  pas  être  contenue  dans  cette  équation, 
en  donnant  à  k  une  valeur  quelconque  constante. 

11  faut  donc  que  l'exposant  i  —  m  de  z  soit  un  nombre  positif;  car, 
s'il  était  négatif,  :;'  '"  deviendrait  infini  lorsque  z  =  o,  ai  répondrait  à 
la  supposition  de  k  infini. 

S'il  était  nul,  on  aurait  le  cas  que  nous  venons  d'examiner,  où 
m^^i,  et  où  ô  =  o  répond  aussi  à  k  infini. 

Au  contraire,  lorsque  i  —  m  est  positif,  3  =  0  donne  aussi 

::•-'»  =  o, 

et  l'équation  devient  alors 

laquelle  ne  peut  pas  subsister,  parce  que  la  valeur  de  k  ne  serait  plus 
constante. 

Donc,  pour  que  X  puisse  être  une  valeur  singulière  de  j,  il  faut  que 
le  développement  de/(^,  X  +  s)  contienne  une  puissances'"  dans 
laquelle  m  <  i . 

En  considérant  la  fonction /(ir,j),  son  développement,  lorsqu'on  y 
met  j  4-  3  à  la  place  de  y,  est,  en  général,  f[x,y)  4-  ^ /'{y)  +  .  . .  ; 
donc,  suivant  la  théorie  que  nous  avons  exposée  dans  la  Leçon  hui- 
X.  28 
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tième,  pour  que  ce  développement  donne,  dans  le  cas  de  j=  X,  une 
puissance  de  z  moindre  que  la  première,  il  faudra  que,  dans  ce  cas,  la 
valeur  de/'(7),  c'est-à-dire  de/'(X),  devienne  infinie. 
Or  l'équation  proposée  donne 

et,  prenant  les  fonctions  dérivées, 

r"=-f'i^)  -r'f'{r)  =  -f'[^)  +f'[r)f[^>r)-^ 

donc 

/'(^)=/'(r)/(^,r)-r"- 

Par  conséquent  on  aura,  lorsque  j'  =  X, 

/'(j)=oo     et    /'(^)=co, 

comme  nous  l'avons  trouvé  par  la  nature  même  des  équations  dérivées. 
Dans  l'exemple  ci-dessus,  où 


\jx'^  -\-  y'^  —  b  ^  y 


la  valeur  singulière  de  y  est  sjb  —oc^;  ainsi 


X  =  y//»  —  X'-; 


et  substituant  sjb—œ'^-+-z  à  la  place  de  y,  la  fonction  dont  il  s'agit 
devient 

—  X 


V 2  Z  \Jb  —  X--+-  z-  —  \/b  —  x-  —  z 
laquelle,  étant  développée  suivant  les  puissances  de  z,  donne 

X  \f2Z 

où  l'on  voit  que  le  second  terme  du  développement  contient  la  puis- 
sance s/z,  dont  l'exposant  -  est  moindre  que  l'unité. 
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D'ailleurs,  nous  avons  déjà  vu  que  les  valeurs  de  f'[y)  et  /'(a?) 
deviennent  infinies  lorsque 

y-  -\-  x'-  —  b  --=z  o. 

L'analyse  par  laquelle  nous  venons  de  prouver  que  le  développement 
de/(.r,j  +  G)  doit  contenir  une  puissance  de  s  moindre  que  la  pre- 
mière, lorsqu'on  donne  à  y  une  valeur  singulière,  est  due  à  Euler,  qui 
a  donné  ainsi  le  premier  critère  général  pour  reconnaître  si  une  valeur, 
qui  satisfait  à  une  équation  différentielle,  est  ou  non  une  valeur  singu- 
lière non  comprise  dans  l'intégrale.  [Voyez  le  premier  Volume  de  son 
Calcul  intégral,  Problème  72.) 

Il  restait  à  déduire  de  là  la  règle  que,  dans  ce  cas,  la  valeur  de 
f'[y)  devient  nécessairement  infinie;  c'est  ce  que  Laplace  a  fait  depuis 
dans  le  Mémoire  déjà  cité  sur  les  solutions  particulières  des  équations 
différentielles,  imprimé  dans  le  Recueil  de  l'Académie  des  Sciences,  pour 
l'année  1772. 
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LEÇON  SEIZIÈME. 


EQUATIONS  DERIVEES  QUI  ONT  DES  EQUATIONS  PRIMITIVES  SINGULIERES  DONNÉES. 
ANALYSE  d'une  CLASSE  d'ÉQUATIONS  DE  TOUS  LES  ORDRES  QUI  ONT  TOUJOURS 
NÉCESSAIREMENT  DES  ÉQUATIONS  PRIMITIVES  SINGULIÈRES. 


Si  les  équations  primitives  singulières  ont  moins  d'étendue  que  les 
équations  primitives  proprement  dites,  parce  qu'elles  ne  renferment 
aucune  constante  arbitraire,  on  peut  les  regarder,  sous  un  autre  point 
de  vue,  comme  plus  générales  que  celles-ci,  parce  qu'une  même  équa- 
tion primitive  singulière  peut  répondre  à  une  infinité  d'équations 
dérivées;  et  c'est  un  problème  indéterminé  de  trouver  une  équation 
dérivée  qui  ait  une  équation  primitive  singulière  donnée.  Comme  ce 
problème  est  curieux,  et  qu'il  peut  être  utile  dans  plusieurs  occasions, 
nous  allons  en  donner  ici  une  solution,  pour  servir  de  complément  à 
notre  théorie  des  équations  primitives  singulières. 

Représentons  par 

F{x,x,a,b]  =  o 

une  équation  primitive  entre  x,  y  et  deux  constantes  a  et  b,  dont  l'une 
soit  une  fonction  quelconque  de  l'autre,  ou  qui  dépendent,  en  général, 
l'une  de  l'autre  par  l'équation 

On  aura  l'équation  dérivée  qui  en  résulte,  en  éliminant  ces  deux 
constantes  au  moyen  des  trois  équations 

Y[x,y,a,b)^o,     Y[x,x)  =  o,     A^[a,b)=zo. 
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Donc,  si  l'on  tire  des  deux  premières  les  valeurs  de  a  et  è  en  fonc- 
tions de  X,  y,  y',  et  qu'on  désigne  ces  valeurs  par 

(f[x,x,y]    et    ^{x,x,j'], 

on  aura  l'équation  dérivée  en  substituant  ces  fonctions  à  la  place  de  a 
et  b  dans  l'équation  de  condition 

$(«,  b)  =  o. 

Ainsi,  en  mettant  simplement  9  et  i  pour  les  fonctions  dont  il  s'agil, 

l'équation  dérivée  sera 

ct)(9,^)  =  o. 

Donc,  réciproquement,  toute  équation  dérivée  de  cette  forme  aura 

pour  équation  primitive 

¥{x,x,a,b)  =  0, 

les  deux  constantes  aei  b  étant  liées  par  l'équation 

$(«,&)  =  0; 
et  l'on  aura  en  même  temps  les  deux  équations 

Donc  toute  valeur  de  y  en  x  qui  satisfera  à  la  même  équation 

et  qui  ne  rendra  pas  les  fonctions  cp  et  (|/  constantes,  ne  pourra  pas  être 
comprise  dans  l'équation  primitive  générale,  et  sera  par  conséquent 
une  valeur  singulière. 


Soit 


r  =  i{x) 


cette  valeur  singulière,  2  (.z-)  étant  une  fonction  donnée  de  ^;  en  substi- 
tuant 2(^)  et  l'{o^)  au  lieu  de  y  et  y'  dans  les  fonctions  9  et  (L,  elles 
deviendront  de  simples  fonctions  de  ce;  et,  éliminant  x  entre  elles,  on 
aura  une  équation  9  et  'h,  qu'on  prendra  pour  l'équation 
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ainsi  l'équation 

satisfera  à  l'équation 


r  =  ^(^) 


mais,  ne  rendant  pas  les  fonctions  9  et  'h  constantes,  elle  ne  sera  pas 
comprise  dans  l'équation  primitive  générale,  et  ne  sera,  par  consé- 
quent, qu'une  équation  primitive  singulière. 
La  solution  se  réduit  donc  à  ceci  :  soit 

j  =  2(,r) 

la  valeur  singulière  donnée  de  y,  en  fonction  de  oc.  Ayant  pris  une 
équation  quelconque 

en  X,  y  et  deux  constantes  a  et  b,  de  cette  équation  et  de  son  équation 

dérivée 

F'(.r,j)  =  o 

on  tirera  les  valeurs  de  «  et  Z>  en  fonctions  de  x,  y,  y';  on  substituera 
dans  ces  valeurs  2(a;)  et  ^'(-i^)  à  la  place  de  y  et  y' ,  on  aura  deux  équa- 
tions qui,  par  l'élimination  de  x,  en  donneront  une  en  a  et  b,  que  je 
représente  par 

Si  maintenant  on  substitue  dans  cette  équation  à  la  place  de  «  et  ^ 
leurs  premières  valeurs  en  fonctions  de  x,  y,  y',  on  aura  l'équation 
dérivée  dont 

sera  l'équation  primitive  singulière,  et  dont 

Y[x,x,a,b)=zo 

sera  l'équation  primitive  ordinaire,  les  constantes  a  et  b  étant  l'une 
fonction  de  l'autre  déterminée  par  l'équation 

0(a,  b)  =  o. 

Prenons,  par  exemple,  l'équation 

j2_  ax-  —  b  =  o; 
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son  équation  dérivée  sera 

yj'—ax  —  o; 

et  l'on  tire  de  ces  deux  équations 

Supposons  maintenant  que  l'on  ait  l'équation  primitive  singulière 

f  —  Ax  —  B  =  o; 

elle  donne 

y  7=1  Ax  -+-  B, 
donc 

j2  _  A2^2  +  2  AB^  '}-   B2, 

et 

jj'  =  A2jr  +  AB; 

de  sorte  que,  par  ces  substitutions ,  les  valeurs  de  a  et  ^  devien- 
dront 

a  =  A--\ •>     b  =  AJix  -hB-; 

X 

d'où  l'on  tire,  en  éliminant  x,  cette  équation  en  a  et  h, 

(a-A2)(6-B^)  -A2B2=o; 

savoir, 

ah-B'-a  —  A-h  =  Q. 

Donc,  substituant  ici  les  premières  valeurs  de  a  et  6  en  a?,  j,  y' , 
on  aura  l'équation  du  premier  ordre 

^[r--xyy')-B'^-^-A'^[r''-  xyf]=o, 

dont  celle-ci 

y —  A^  —  B  =  o 

sera  l'équation  primitive  singulière. 
Son  équation  primitive  ordinaire  sera 

y-  —  ax-  —  b  ^  o, 
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en  supposant  entre  a  et  ^l'équation  ci-dessus 

fie  sorte  que,  comme  cette  équation  donne 

a  —  A- 
l'équation  primitive  sera 

r-  —  ax-  —  Tô  =^  o> 

■^  rt  —  A- 

a  étant  la  constante  arbitraire. 

En  effet,  si   l'on  cherche  l'équation   primitive    singulière  d'après 
celle-ci,  on  aura,  en  prenant  les  fonctions  dérivées  par  rapport  à  a, 

o; 
d'où  l'on  tire 

Substituant  cette  valeur  dans  la  même  équation,  on  aura 

f-^  A-x-zp  -lAHx  —  B-=  o, 

ce  qui  donne 

X  =  '±.Ax±B, 

où  les  signes  ambigus  sont  à  volonté. 
En  général,  il  est  facile  de  voir  qu'on  aura  le  même  résultat 

en  substituant  d'abord,  dans  l'équation  supposée 

F{x,f,a,b)  =  o, 
la  valeur  donnée 

et  éliminant  ensuite  x  par  le  moyen  de  son  équation  prime,  relative 


—  x--^- 

B2A2 

(a-A-^)^ 

a  = 

A^±M. 

X 

a  X. 


Or.  si  l'équation 

(I)(a,6)  =  o 
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donne 

et  qu'on  substitue  cette  valeur  à  la  place  de  b,  il  s'ensuivra  que  l'équa- 
tion 

aura  lieu  en  même  temps  que  son  équation  prime  relative  à  x.  Mais,  a 
étant  alors  une  fonction  de  a--,  l'équation  prime  relative  k  x  et  a  doit 
avoir  lieu;  donc  la  partie  relative  à  a  aura  lieu  aussi  en  particulier;  ce 
qui  est  le  caractère  de  l'équation  primitive  singulière. 

Ainsi,  ayant  pris  une  équation  primitive  quelconque  en  x,  y,  a  et  h, 
il  n'y  aura  qu'à  éliminer  j  au  moyen  de  l'équation  primitive  singulière 
donnée,  ensuite  éliminer  x  par  celle-ci  et  par  son  équation  prime  rela- 
tive à  J7;  on  aura  sur-le-champ  une  équation  en  a  Qi  h  qui  sera  l'équa- 
tion de  condition 

par  laquelle  il  faudra  déterminer  l'une  des  deux  constantes  a  onb  par 
l'autre.  Ensuite  on  pourra,  d'après  la  même  équation  primitive,  cher- 
cher, si  l'on  veut,  l'équation  dérivée  par  l'élimination  de  la  constante 
arbitraire. 

Dans  l'exemple  précédent,  en  substituant  Aa; -+- B  pour  y  dans 

l'équation 

y- —  ax-  —  b  =  o, 

on  a 

(A^— a):r2  +  2ABjr  +  B2-  b  =  o, 

dont  l'équation  prime  est 

(A2— a)^  +  AB  =  o; 

celle-ci  donne 

AB 

A-  —  a 

et  cette  valeur,  substituée  dans  la  première,  donne  sur-le-champ  l'équa- 
tion de  condition 

(A2-fl){B2-Z>)— A2B2=o, 

comme  plus  haut. 
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En  prenant  d'autres  équations  en  x,  y,  a  et  b,  et  opérant  de  la  même 
manière,  on  trouvera  autant  d'équations  du  premier  ordre  qu'on  vou- 
dra, dont  la  même  équation 

y  —  h.x  —  B  =  o 

sera  l'équation  primitive  singulière. 

On  voit  aussi  que  la  même  équation  en  x,  y,  a  eih  pourra  donner 
telle  équation  primitive  singulière  qu'on  voudra,  suivant  la  relation 
qu'on  établira  entre  les  constantes  a  et  h. 

Enfin  on  voit  que,  par  ce  problème,  on  peut  toujours  trouver  la  re- 
lation entre  deux  constantes  a,  b  d'une  équation  donnée  en  x,  y,  a 
et  b,  pour  que  cette  équation  soit  l'équation  primitive  ordinaire  et 
complète,  répondant  à  une  équation  primitive  singulière  donnée. 

On  peut  appliquer  la  même  méthode  à  la  recherche  des  équations 
du  second  ordre  ou  des  ordres  supérieurs  dont  l'équation  primitive 
singulière  sera  donnée. 

Supposons  que  cette  équation  soit  du  premier  ordre  et  représentée  par 

y'  +f[x,y)  —  o. 

On  prendra  une  équation  quelconque  en  x,  y,  et  trois  constantes 
arbitraires  a,  b,  c. 

On  tirera  de  cette  équation  et  de  ses  équations  prime  et  seconde  les 
valeurs  de  a,  b,  c  en  fonctions  de  x,  y,  y'  et  y". 

On  substituera  dans  ces  fonctions  les  valeurs  de  y'  et  y"  en  x  et  j, 
tirées  de  l'équation  primitive  donnée,  c'est-à-dire  —  f{^,y)  à  la  place 
de  y',  et  —/'{x)  +f'{y)f{oc,y)  à  la  place  de  y";  on  aura  a,  b,  c  ex- 
primées en  fonctions  de  x  et  y,  ce  qui  donnera  trois  équations,  d'où, 
éliminant  x  et  y,  il  résultera  une  équation  en  a,  b,  c,  que  je  représen- 
terai par 

(î>(rt,  b,c)  —  o. 

Cette  équation,  en  y  substituant  les  premières  valeurs  de  a,  b,  c  en 
fonctions  de  x,  y,  y',  y",  sera  l'équation  du  second  ordre  dont  la  pro- 
posée 

y'  +f[x,y)  —  o 
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sera  l'équation  primitive  singulière,  et  l'équation  en  oc,  y,  a,  b,  c  en 
sera  l'équation  primitive  en^et  j,  en  supposant  entre  les  trois  con- 
stantes a,  h,  c  la  relation  donnée  par  l'équation 

(^[a,b,c)  =o. 

Si  l'équation  singulière  donnée  était  du  second  ordre,  on  prendrait 
une  équation  en  x  et  j,  et  quatre  constantes  a,  b,  c,  d,  et  ainsi  de 
suite. 

Supposons  que  l'équation  primitive  singulière  soit 

y'  =  A  r, 
et  prenons  l'équation 

Y X- —  bx  —  c  =  o, 

2 

d'où  l'on  tire  les  deux  dérivées,  prime  et  seconde, 
/'  —  ax  —  b  =  o,        y"  —  a  =  o  ; 
ces  trois  équations  donnent 

X- 

a^y'' ,         b  ^=^y'  —  xy",         c  =zy  —  xy'  +  ' y" . 

Mais  la  proposée  donne 

y'  =  A  j,         y"  =ky'—  A^j  ; 

donc,  substituant  ces  valeurs,  on  aura 

/                   A2      \ 
a  =  A^j^-,         b  zz^  ky[\  —  A.r),         c=:j(i  —  k.x -\ x'^\. 

Eliminant  ^et  y,  on  trouve  l'équation 

a-  +  k- [b- —  Q.ac)  :=  o, 

dans  laquelle,  en  substituant  les  premières  valeurs  de  a,  b,  c,  il  vieni 
l'équation  du  second  ordre 

y"-  —  ik-yy" -{-  k-y'-^=o, 
dont  la  proposée  y' =z  Xy  sera  l'équation   primitive   singulière,    et 
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l'équation  supposée 

y X-  —  bx  —  c  =  o 

sera  l'équation  primitive  en  x  et  7,  en  supposant  l'équation 

rt-  +  A-  ( 6-  —  2  ac )  =  o  ; 
de  sorte  que,  comme  cette  équation  donne 

^~      2A2a     ' 

on  aura 

a    „      ,         a- -\- k"^  b"- 

y X-  —  bx  —  — — 7— =  o , 

•^        1  '  zA-a 

a  et  b  étant  les  deux  constantes  arbitraires. 
Les  équations  de  la  forme 

<î>(rt,  b,  c,  .  ..]  =  o, 

que  nous  venons  de  considérer,  dans  lesquelles  les  quantités  a,b,c,  ... 
sont  les  valeurs  en  x,  y,  y',  ...  des  constantes  a,  b,  c,  .. .,  tirées 
d'une  équation  primitive 

Y[x,y,a,h,c,  .  ..)  =  0 
et  de  ses  dérivées 

constituent  une  classe  remarquable  d'équations  dérivées  qui  ont  tou- 
jours une  équation  primitive  singulière,  parce  que  la  dérivée  d'une 
équation  de  cette  classe  a  nécessairement  un  facteur  du  même  ordre 
que  l'équation. 

Pour  le  démontrer,  soit  d'abord 

F{x,f,a,b)  =  o 

une  équation  quelconque  en  x,  y  et  deux  constantes  a  et  b. 

En  regardant  ces  constantes  comme  arbitraires,  l'équation  dont  il 
s'agit  sera  la  primitive  d'une  équation  du  second  ordre  en  x,  y,  y'  etj" , 
qui  résultera  de  l'élimination  de  a  et  b  au  moyen  des  deux  équa- 
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lions  dérivées 

et  cette  équation  pourra  toujours,  comme  nous  l'avons  vu,  se  mettre 
sous  la  forme 

Maintenant,  si  l'on  commence  par  tirer  les  valeurs  de  a  et  b  des  deux 

équations 

¥{x,j',a,b]  =  o        ei        F'(^,j)  =  o, 

et  que  ces  valeurs  soient  représentées  par  les  fonctions 

il  est  clair  que  les  deux  équations 

a  =  o[x,x,y)         et        b  =  d>[x,x,f), 

où  a  et  b  sont  des  constantes  arbitraires,  seront  les  deux  équations 
primitives  du  premier  ordre  de  l'équation  précédente 

/'+/(jc,j,j')  =  o; 

par  conséquent,  leurs  dérivées 

o'{x,r,r')—o        et        '\,'{x',x,y)=:o 

devront  coïncider  avec  cette  même  équation,  en  donnant  la  même  valeur 
de  y"  en  oc,  y  et  y' . 
Or 

et 

'\'[x,x,x')  =  <]^'[x,  x)+y"  ']^'{X'], 

suivant  la  notation  abrégée  que  nous  avons  adoptée;  donc  on  aura 

expressions  dej",  qui  seront  nécessairement  identiques. 
On  aura  donc 

o'[x,y)=  9'ir')f{^>r>r')> 

^y[x,y)  =  ^'{y')f{x,y,y'); 
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par  conséquent,  si  l'on  substitue  ces  valeurs  dans  les  expressions  pré- 
cédentes des  fonctions  dérivées  9'(^,  j,  y'),  '\i'{a-,y,y),  c'est-à-dire 
de  a'  et  b',  et,  regardant  maintenant  a  et  b  comme  fonctions  de  œ,  y, 
y',  on  aura 

b'='Y[r')ir"-^fi^,r,r')l 

Cela  posé,  soit  <E>(r/,/y)=o  une  équation  du  premier  ordre;  sa  dé- 
rivée sera 

et,  par  la  substitution  des  valeurs  de  a',  b'  qu'on  vient  de  trouver,  elle 

deviendra 

[9'(j)cî>'(a)  +  ^'(/)<ï>'(6)][/'  +  /(^,j,/)]=.o. 

Cette  équation  a,  comme  l'on  voit,  deux  facteurs,  l'un  qui  n'est  que 
du  premier  ordre,  comme  l'équation  proposée;  l'autre  qui  contient  y, 
et  qui  donne  proprement  l'équation  dérivée  du  second  ordre. 

Celui-ci  donne  l'équation 

y'"-\-f{x,y,y')=^o, 

de  laquelle  résultent 

a'=:  o,  h'  =^  o, 

par  les  formules  trouvées  plus  haut,  de  sorte  que  les  fonctions  a  et  b 
seront  constantes. 

Prenant  donc  a  et  b  pour  des  constantes  arbitraires,  on  aura  ces 
deux  équations  primitives  du  premier  ordre 

d'où,  éliminant  la  fonction  dérivée  j',  on  aura  une  équation  en  oc,  y, 
a  et  b,  qui  sera  l'équation  primitive  de  la  proposée,  et  qui  sera  évidem- 
ment la  même  que  l'équation 

'¥[x,y,a,  6)  =  o, 
d'où  l'on  avait  déduit  les  fonctions  ^[oc,y,y)  et  'i^{œ,  y,y'). 
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Mais  il  faudra  que  les  constantes  a  et  Z»  de  cette  équation  satisfassent 
à  la  condition 

donnée  par  l'équation  proposée;  ce  qui  les  réduira  à  une  seule,  qui 
sera  par  conséquent  la  constante  arbitraire  de  l'équation  primitive  ûv 
la  proposée. 

Le  facteur  du  premier  ordre 

donnera,  de  son  côté,  l'équation  en  œ,  y  et  y', 

en  supposant  qu'on  y  mette  pour  a  et  b  leurs  valeurs  (f{x,y,y')  et 
<\i{x,y,y');  et  cette  équation,  d'après  la  théorie  exposée  dans  la  Leçon 
précédente,  donnera  sur-le-cliamp  l'équation  primitive  singulière  de  la 
même  équation  proposée,  en  éliminant/'  par  le  moyen  de  ces  deux 
équations. 

Or  il  est  facile  de  voir  que,  si  l'on  représente  par 

la  fonction  donnée  ^{a,  b),  dans  laquelle 

et 

le  facteur  dont  il  s'agit  se  réduira  simplement  à  ^'{y),  puisque  les 
expressions  ^'{y')  et  4''(j')  ne  sont  que  les  fonctions  dérivées  de  a  et  b, 
prises  par  rapport  à  y'  seule. 

Ainsi  on  aura  la  primitive  singulière  de  l'équation 

dans  le  cas  où  elle  est  réductible  à  la  forme 
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en  éliminant  r'  de  cette  équation  au  moyen  de  sa  dérivée,  prise  relati- 
vement à  y  seule. 

En  appliquant  les  mêmes  principes  aux  équations  des  ordres  supé- 
rieurs, on  prouvera  que,  si  l'on  a  une  équation  du  second  ordre,  repré- 
sentée par 

^''[x,x,x',y']  =  o, 

dont  le  premier  membre  puisse  être  une  fonction  quelconque  4'(a,  b,  c) 
de  trois  fonctions  a,  b,  c,  déterminées  par  une  équation  quelconque 

F[x,y,  a,  b,  c]  =:  o 
entre  œ,  y,  a,  b,  c,  et  par  ses  deux  équations  dérivées 

F'{x,x]  =  o,         'F"{x,y)  =  o, 

prises  en  regardant  a,  b,  c  comme  constantes,  l'équation  proposée  aura 
nécessairement  une  primitive  singulière  du  premier  ordre,  qui  sera  le 
résultat  de  l'élimination  de  j",  au  moyen  de  son  équation  dérivée 

relative  à  y". 

Et  l'on  aura  l'équation  primitive  en  x  et  r,  par  l'équation  même 

F{x,r,  a,  b,  c)  =  o, 

en  prenant  les  constantes  a,  b,  c  de  manière  qu'elles  satisfassent  à 

l'équation  donnée 

$(a,  h,  c)  =  o, 

de  sorte  qu'il  en  restera  deux  d'arbitraires. 

Et  de  même  pour  les  équations  des  ordres  supérieurs. 

Prenons  l'équation 

X-  —  lay  —  a-—  b  =  o; 

sa  dérivée  sera 

X  —  ay  =^  o  ; 

de  ces  deux  équations  on  tire 
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Si  maintenant  on  prend,  pour  l'équation  $(a,  è)  =  o,  celle-ci,  b=  [\ 
une  constante,  on  aura  l'équation  du  premier  ordre 

^2  _  riZ*  _  "^  _  ^  —  o 

où  h  est  une  constante  quelconque. 

Ainsi  on  aura  tout  de  suite  sa  primitive  singulière,  en  éliminant  y' 
au  moyen  de  l'équalion  dérivée  prise  relativement  à  y',  laquelle  sera 

ï'-      r^  ~  ' 

d'où  l'on  tire 

X 

r  =  —  ■' 
r 

en  substituant  cette  valeur  de  y',  on  a 

^-  +  y-—h  =-■  o, 

comme  on  l'a  déjà  trouvé  par  d'autres  voies. 
Prenons  encore  l'équation 

r X —  bx  —  c  ^  o; 

•'  2 

on  aura  les  deux  dérivées 

y'  —  ax  —  h  =^  o,        j"  —  '-^  =  o, 
d'où  l'on  tire 

a  =x",     h=f-  xy",         c  =  j  -  xf  +  ^  /'. 

Soit,  par  exemple, 

'^[a,b,c)^c  —  b-  —  a-; 

on  aura  l'équation  du  second  ordre 

X- 

y-xx'+—  y" -  [y'  -  jt/'  )2  -  j"2  =  o, 

dont  la  primitive  singulière  résultera  de  l'élimination  de  y",  au  moyen 
X.  3o 
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(le  sa  dérivée  relative  à  j",  savoir, 

1-  2x[y'  —  xy"  )  —  2y  =  o  ; 

ce  qui  revient  à  ce  que  nous  avons  déjà  trouvé. 
Lorsqu'on  connaît  l'équation  primitive 

F{x,y,a,  b,  ...)  =  o, 

avec  l'équation 

<P{a,b,  ...)  =  o, 

qui  donne  la  relation  entre  les  quantités  a,  b,  c,  ...,  on  peut  trouver 
directement  l'équation  primitive  singulière  sans  connaître  les  valeurs 
de  ces  quantités  en  fonctions  dea:,y,y,  ...  ;  car,  ayant  réduit  les  quan- 
tités a,  h,  ...  k  une  de  moins  par  le  moyen  de  l'équation  de  condi- 
tion 

^[a,b,  ...)  =  o, 

il  n'y  aura  qu'à  appliquer  à  l'équation  primitive 

¥{x,x,a,b,  ..  .)  =  o 

la  méthode  générale  exposée  dans  la  Leçon  quinzième. 

Mais  la  difficulté  consiste  à  reconnaître  a  posteriori  si  des  fonctions 
données,  dont  une  équation  proposée  est  composée,  dépendent  d'une 
même  équation  primitive,  de  manière  qu'elles  puissent  représenter  les 
valeurs  des  constantes  tirées  de  cette  équation  et  de  ses  dérivées. 

Pour  la  résoudre,  j'observe  que  la  propriété  caractéristique  de  ces 
sortes  de  fonctions  est  que  leurs  dérivées  ont  entre  elles  des  rapports 
exprimés  par  des  fonctions  du  même  ordre  que  les  fonctions  dont  il 
s'agit.  En  effet,  relativement  aux  fonctions  du  premier  ordre,  nous 
avons  déjà  vu  plus  haut  que  les  fonctions  <^{^,y,y)  et  ^x,y,y),  qui 
représentent  les  valeurs  des  constantes  aetb  tirées  de  l'équation  géné- 
rale 

F[x,y,a,b]z=io, 

et  de  sa  dérivée 

F'[x,x)  =  o, 
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sont  telles  que  leurs  dérivées  (f'{x,y,y)  et  '\i'{jr,y,y),  que  nous  avons 
désignées  par  a'  et  b',  ont  la  forme  suivante  : 

?'(^.j.r')  =  ?'(/)[j'"+/('^'r'/)]. 

de  sorte  que  l'on  a  simplement 

où  l'on  voit  que  les  fonctions  dont  il  s'agit  ont  la  propriété  que  la 
fonction  seconde  y"  disparaît  du  rapport  de  leurs  dérivées,  et  que  ce 
rapport  est  le  même  que  si  l'on  prenait  ces  dérivées  relativement  à  la 
variable  y'  seule. 

Soit,  par  exemple,  l'équation  à  la  ligne  droite 

j  +  ax  -^  b  z=  o; 

sa  dérivée  sera 

y  -f.  fl  =  o  ; 

ainsi  on  aura 

a  =  —x',         b  =  xy'—y. 

On  aura  donc,  en  dénotant  simplement  par  oet^  ces  expressions  de 
a  et  b, 

prenant  les  fonctions  dérivées,  il  viendra 

9  =  —  r  '         '\''—xy  ; 
donc 

^'  X 

Si  l'on  ne  prenait  ç'  et  \'  que  relativement  à  y',  on  aurait 

CB  I 

<p'^—  I,  Ai' zzz  X  et  -7-/= î 

^  ^  ^  X 

comme  précédemment. 
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Soit  encore  l'équation 

y-  -h  X-  —  lax  -4-  fi-  —  b-=  o, 


qui  est  à  un  cercle  dont  le  rayon  =  b,  et  dont  le  centre  est  dans  l'axe 

des  abscisses  à  la  distance  a  de  leur  origine. 

La  dérivée  sera 

yy  -h  X  —  a  =  o, 

d'où  l'on  tire 

«  =  ^  +  r/'  =  9  ; 

de  là  on  aura,  par  les  substitutions, 


Si  maintenant  on  prend  les  dérivées  de  ç  et  'h,  on  aura 


(j>'  =  I  +  j'2  -1-  yj",  iL'  =  j'  y/ 1  -H  j'^  + 


V/l+j'2 

et  de  là 

^'  y'  9  —  X 

Si  l'on  ne  prenait  les  dérivées  ç'  et  ^j;'  que  relativement  à  y' ,  on  au- 
rait 


donc 

77  —  r —  1 

comme  ci-dessus. 

On  pourrait  prouver,  par  une  analyse  semblable,  que  les  fonctions 
de  X,  y,  y  et  y,  qui  expriment  les  valeurs  des  quantités  a,  h,  c,  tirées 

d'une  équation 

¥[x,y,a,b,  c)  =  o 

et  de  ses  deux  dérivées 

dans  lesquelles  ces  quantités  sont  traitées  comme  constantes,  ont  des 
dérivées  dont  les  rapports  sont  indépendants  de  la  fonction  tierce  j'", 
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et  qui  sont  les  mêmes  que  si  l'on  ne  prenait  ces  dérivées  que  relativement 
à  la  fonction  seconde  y",  parce  qu'en  désignant  ces  fonctions  par 

les  trois  équations 

où  a,  b,  c  seraient  des  constantes  arbitraires,  seront  les  trois  primitives 
d'une  même  équation  du  troisième  ordre,  telle  que 

à  laquelle  les  dérivées  de  ces  équations  devront  par  conséquent  satis- 
faire; et  de  même  pour  les  fonctions  du  même  genre  des  ordres  supé- 
rieurs. Mais  on  peut  s'en  convaincre  encore  d'une  manière  plus  directe 
que  voici  : 

En  dénotant  simplement  par  9  et  6  les  fonctions  (f[x,y,y),'\i{x,f,y), 
qui  expriment  les  valeurs  des  constantes  a  et  b  tirées  de  l'équation 

F[x,y\a,  b)  —  o 

et  de  sa  dérivée 

F'{x,x)  =  0, 

il  est  clair  que  l'équation 

sera  identique;  que,  par  conséquent,  sa  dérivée 

F'(^,j)  +  (p'F'(o)  +  4/'F'(^)  =  o 
aura  lieu  d'elle-même;  mais  on  a  déjà 

¥'[x,f)  =  0; 
donc  on  aura  séparément  l'équation 

ç'F'(q?)  +  4>'F'(^)  =  o, 

laquelle  donne 

^' —       F'(cp)* 
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Or,  comme  «p  et  tj;  ne  contiennent  que  ce,  y  et  y',  il  est  visible  que  la 
valeur  de  j-,  ne  sera  qu'une  fonction  du  premier  ordre. 

Ainsi,  dans  le  dernier  exemple,  où 

F [x, y,  a,  b]  ^=  y-  -h  X-  —  lax  -+-  a-—  b"^, 

si  l'on  change  a  en  9,  et  b  en  '\i,  on  aura 

F[x,y,cfi,^)=:y--+-x^—'}.xcf-{-<^-~^-; 
donc 

par  conséquent 

^t         cp  —  X 

comme  nous  l'avons  trouvé  par  une  autre  voie. 

De  même,  si  ç,  '\i,  'i  sont  les  fonctions  àex,  y,  y'  et  y"  qui  expriment 
les  valeurs  des  constantes  a,  b,  c,  tirées  de  l'équation 

F{x,y,a,  b,c]  =  o 
et  de  ses  deux  dérivées 

F'[x,y)=o,         F"{x,y)^o, 

en  substituant  ces  fonctions  à  la  place  de  a,  b,  c,  on  aura  des  équa- 
tions identiques,  dont,  par  conséquent,  les  dérivées  auront  lieu  aussi. 
On  aura  donc,  en  premier  lieu, 

et,  par  conséquent  aussi, 

F'(^,  y)  +  cp'  F'(<p)  +  y  F'(^)  +  I'  F(^)  =  0; 
mais  on  a  déjà 

donc  on  aura  l'équation 
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Ensuite,  comme  l'équation 

contient,  outre  les  quantités  ^,  r,  y',  les  trois  fonctions  o,  (L»  'i<  si  on 
la  dénote  par/(^,  j,  r'i  ?.  ^.  E)»  on  aura  l'équation  identique 

et,  par  conséquent,  la  dérivée 

mais  on  a  déjà 

f{x,y,y)  =  o, 

puisqu'il  est  visible  que/'(^,  j,y)  est  la  même  chose  que  Y"{a:,y); 
donc  on  aura  aussi  l'équation 

Si  l'on  combine  cette  équation  avec  la  précédente,  il  est  clair  que, 
puisque  les  quantités  o',  <\i',  E'  n'y  sont  qu'à  la  première  dimension,  et 
en  multiplient  tous  les  termes,  il  est  clair,  dis-je,  qu'on  en  tirera  les 

valeurs  de  ~  et  de  j,  en  fonctions  des  quantités  x,  y,  y',  çp,  (j'  et  E;  de 

sorte  que  ces  fonctions  ne  passeront  pas  le  second  ordre,  et  ainsi  de 
suite. 

Si  les  fonctions  ç  et  '\i  exprimaient  les  valeurs  des  constantes  a  et  /> 
tirées  de  l'équation  du  premier  ordre 

et  de  sa  dérivée 

F'(^.r'r')  =  0' 

ces  fonctions  seraient  alors  du  second  ordre;  et  l'on  trouverait,  par  le 
même  raisonnement,  que  le  rapport  j-,  de  leurs  dérivées  serait  exprimé 

également  par  —  p,'*^  ?  de  sorte  que  ce  rapport  serait  une  fonction  du 

second  ordre,  et,  par  conséquent,  du  même  ordre  que  les  fonctions  o 

et  ^. 
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En  général,  il  résulte  de  l'analyse  précédente  que,  si  (p,  '^,  l,  ... 
sont  des  fonctions  d'un  ordre  quelconque,  qui  expriment  les  valeurs 
des  constantes  a,  b,  c,  . . .,  tirées  d'une  équation  en  x,  y,  y',  y",  . . ., 
a,  b,  c,  . . .,  et  de  ses  dérivées  successives,  les  dérivées  de  ces  fonctions 
auront  toujours  entre  elles  des  rapports  du  même  ordre  que  les  fonc- 
tions elles-mêmes. 

Je  dis  maintenant  que,  si  des  fonctions  quelconques  de  a:,  y,  y', 
y",  . . .  sont  telles  que  leurs  dérivées  aient  entre  elles  des  rapports  du 
même  ordre  que  les  fonctions  elles-mêmes,  c'est-à-dire,  dans  lesquels 
il  n'entre  que  des  fonctions  dérivées  de  y  du  même  ordre,  ces  fonc- 
tions pourront  toujours  exprimer  les  valeurs  d'autant  de  constantes 
tirées  d'une  équation  primitive  et  de  ses  dérivées  successives;  et  il  sera 
alors  facile  de  retrouver  cette  équation  primitive  génératrice. 

Car,  si  l'on  désigne  par  ç,  ij;,  E,  ...  les  fonctions  dont  il  s'agit,  et 
que  M,  N,  . . .,  soient  les  valeurs  des  rapports  des  dérivées  <\i',  c',  ...  à 
la  dérivée  9',  ces  valeurs  étant,  par  l'hypothèse,  des  fonctions  du  même 
ordre  que  les  fonctions  données  9,  i];,  E,  ...,  on  aura  donc  les  équations 

^'  =  Mo',         r=:N(p',      .... 
Supposons 

on  aura  donc  aussi 

donc 

a,  b,  C,  ...  étant  des  constantes. 

Ces  différentes  équations  seront  donc  autant  d'équations  primitives 
de  la  même  équation 

ç'=o, 

puisqu'elles  ont  lieu  en  même  temps  qu'elle;  par  conséquent,  en  éli- 
minant de  ces  mêmes  équations 

<?  =  «,       4'  =  ^»       i  =  c.        — 
les  plus  hautes  fonctions  dérivées  de  la  variable  y,  on  aura  une  équa- 
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tion  primitive  d'un  ordre  inférieur,  qui  contiendra  les  constantes  a,  h, 
c,  . . .,  et  qui  sera  l'équation  primitive  génératrice  de  la  forme 

l'I'^^r^r'':^"'  ■  ■  -,0,  b,c,  ...)  —  o, 

d'où  résultent  les  fonctions  9,  i|/,  E,  . . .,  en  les  prenant  pour  les  valeurs 
des  constantes  a,  h,  c,  .. .,  tirées  de  cette  équation  et  de  ses  dérivées 
successives 

F[x,y,y',y",  ...]  =  o,         ¥"[x,y,y' ,y" ,  .  .  .)  =  o,      

Ainsi,  si  l'on  avait  entre  ces  fonctions  une  équation  quelconque 

et  que  l'on  reconnût  que  leurs  dérivées  cp',  ■^' ,  ç',  ...  ont  entre  elles  des 
rapports  du  même  ordre  que  ces  fonctions,  on  aurait  tout  de  suite  les 
équations  primitives 

et  de  là  l'équation  primitive  principale 

Fl'^.r»/./'»  •••»«> ^»c,  ...)  =  o, 

dans  laquelle  les  constantes  a,  h,  c,  . . .    seraient  arbitraires,  hors 

une,  qui  devrait  être  déterminée  par  l'équation  donnée,  laquelle  se 

réduit  alors  à 

<!>(«,  b,c,  . . .  )  ^  o. 

On  aurait  ensuite  l'équation  primitive  singulière  par  les  méthodes 
exposées  plus  haut. 

Par  exemple,  si  l'on  proposait  l'équation  du  premier  ordre 


(^{x-hyy',ysJi-^y'-')  =  o, 

sans  qu'on  sût  que  les  deux  quantités  qui  sont  sous  la  fonction  peuvent 
exprimer  les  constantes  tirées  d'une  équation  primitive  et  de  sa  déri- 
vée, on  examinerait  d'abord  leurs  dérivées,  qui  sont 

rr'r"  . 


,   _|_  j'2  _1_  yy         Ql        j'  ^/,  _|_   y  2  _|_ 


\/n-r'- 

X.  3i 
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comme  celle-ci  se  réduit  k  -^  -^ .r_+_^^ZJ- ,  on  voit  d'ai:)or(l  que  son 

rapport  à  la  première  sera  exprimé  simplement  par  -r -         ;■?  sans  que 

la  fonction  seconde  y"  puisse  y  entrer.  On  est  donc  assuré  par  là  que 
les  deux  fonctions  x  -hyy'  et  y  \/i  +  j'^  peuvent  provenir  d'une  équa- 
tion primitive  qu'on  trouvera  en  faisant  les  deux  équations 

et  éliminant  y',  ce  qui  donne  celle-ci 

laquelle  coïncide  avec  celle  d'où  nous  avions  déduit  les  expressions  de 
a  et  b  dans  le  dernier  exemple. 

Maintenant  l'équation  proposée  deviendra  simplement 

par  laquelle  on  déterminera  b  en  a;  de  sorte  que  l'équation  précédente 
ne  contiendra  plus  que  la  constante  arbitraire  a,  et  sera  alors  la  primi- 
tive complète  de  la  proposée. 

On  pourra  tirer  de  là  la  primitive  singulière,  en  éliminant  a  au 
moyen  de  la  dérivée  prise  par  rapport  à  a  seul,  suivant  la  méthode  de 
la  Leçon  quinzième,  ou  bien  il  n'y  aura  qu'à  éliminer  y'  de  la  pro- 
posée, au  moyen  de  sa  dérivée  prise  par  rapport  à  y'  seule,  comme 
nous  l'avons  vu  plus  haut  relativement  aux  équations  de  ce  genre. 
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LEÇON  DIX-SEPTIÈME. 


SUR    DIFFERENTS    PROBLEMES    RELATIFS    A    LA    THEORIE    DES    EQUATIONS    PRIMITIVES 

SINGULIÈRES. 


Presque  dès  la  naissance  du  Calcul  différentiel,  il  s'est  présenté  aux 
géomètres  des  problèmes  qui  dépendent  de  cette  théorie,  et  qu'ils  ont 
résolus  par  des  artifices  particuliers. 

Leibnitz,  dans  un  Mémoire  intitulé  Nova  Calculi  differentialis  appli- 
catio,  et  inséré  dans  les  Actes  de  Leipzig  de  1694  [voyez  le  n°  LXI  des 
OEuvres  de  Jacques  Bernoulli),  donne  la  manière  de  trouver  la  courbe 
formée  par  l'intersection  continuelle  d'une  infinité  de  courbes  renfer- 
mées dans  une  même  équation,  en  faisant  varier  dans  cette  équation  le 
paramètre  qui  les  différencie,  ce  qui  produit  une  nouvelle  équation  par 
laquelle  on  a  une  valeur  du  paramètre  en  fonction  des  coordonnées,  et 
cette  valeur,  étant  substituée  dans  l'équation  proposée,  donne  tout  de 
suite  une  équation  finie  pour  la  courbe  cherchée. 

Il  applique  ensuite  cette  méthode  à  une  question  qu'on  regardait 
alors  comme  très  difficile,  et  qui  consiste  à  trouver  la  courbe  dont  les 
normales  ou  perpendiculaires  ont  une  relation  donnée  avec  les  parties 
de  l'axe  interceptées  entre  l'origine  des  abscisses  et  les  normales. 

Leibnitz  considère  cette  courbe  comme  formée  par  l'intersection  con- 
tinuelle d'une  infinité  de  cercles  qui  ont  leurs  centres  sur  l'axe;  alors 
les  rayons  des  cercles  deviennent  les  normales  à  la  courbe,  et  la  rela- 
tion donnée  par  le  problème,  entre  les  normales  et  les  parties  corres- 
pondantes de  l'axe,  a  lieu  entre  les  rayons  et  les  abscisses  qui  répondent 
aux  centres  des  cercles. 
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Nommant  x,  y  les  coordonnées  du  cercle,  a  l'abscisse  qui  répond  au 
centre,  et  b  le  rayon,  on  aura 

savoir, 

y-  +  X-  —  lax  -f-  «-  —  6-  =  o, 

pour  l'équation  du  cercle. 

Maintenant  l'équation  proposée  entre  b  et  a  donnera  b  en  fonction 
de  a;  il  ne  restera  ainsi  que  le  paramètre  a,  qu'on  déterminera  comme 
on  vient  de  le  dire,  et  l'équation  en  x  ei  y  deviendra  alors  celle  de  la 
courbe  formée  par  l'intersection  de  tous  les  cercles,  et  aura,  par  con- 
séquent, la  propriété  demandée. 

Supposant,  avec  Leibnitz,  que  l'équation  entre  a  eXb  soit  celle  de  la 

parabole 

h-  =  ah, 

k  étant  une  constante,  l'équation  en  x,  y  et  a  sera 
y--\-  X-  —  -2.ax  +  a- —  ak  ^=  o. 
Faisant  varier  a  seul,  suivant  la  notation  du  Calcul  différentiel,  on  a 

(—  ix  -{-  2«  —  /(•)  dn  ^  o, 

d'où  l'on  tire 

k  +  2.x 


substituant  cette  valeur  dans  l'équation  précédente,  on  a 

r-  —  kx ^  =  o 

pour  la  courbe  clierchée,  qu'on  voit  être  aussi  une  parabole. 

On  peut  s'assurer  a  posteriori  que  cette  courbe  résout  le  problème. 

En  effet,  on  sait  que,  y  étant  l'ordonnée  qu'on  regarde  comme  fonc- 
tion de  l'abscisse  x,  la  fonction  prime  y'  exprime  le  rapport  de  l'or- 
donnée à  la  sous-tangente,  lequel  est  le  même  que  celui  de  la  sous-nor- 
male à  l'ordonnée  ;  de  sorte  queyy'  est  l'expression  de  la  sous-normale  ; 
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par  conséquent  y\/i  +  j'^  sera  celle  de  la  normale,  et  a; -\- yy'  celle 
(le  la  partie  de  l'axe  comprise  entre  l'origine  et  la  normale.  [^Voyez  la 
seconde  Partie  de  la  Théorie  des  fonctions  analytiques  (  '  ).] 
Or  l'équation  qu'on  vient  de  trouver  donne 


et,  prenant  la  dérivée, 
donc  la  normale  sera 

et  la  partie  de  l'axe  sera 


•^  4 


2j/  =  A'; 


v/ 


kx  -\ 1 

1 


k 

X  -\ 5 

2 


laquelle,  étant  multipliée  par  k,  devient,  comme  l'on  voit,  égale  au 
carré  de  la  normale. 

Le  problème  est  donc  résolu  de  cette  manière;  cependant  on  doit 
être  surpris  que  Leibnitz  n'ait  pas  remarqué  que  sa  solution  n'admet 
point  de  constante  arbitraire  dans  l'équation  de  la  courbe,  tandis  qu'il 
est  évident  que  le  problème  conduit  naturellement  à  une  équation  dif- 
férentielle, dont  l'intégrale  ne  peut  être  complète  que  par  l'introduc- 
tion d'une  constante  arbitraire. 

En  effet,  nommant  a  la  partie  de  l'axe  qui  répond  à  la  normale,  et  b 
la  normale,  on  a,  comme  on  vient  de  le  voir,  les  expressions 


a  =  x-^yy',         b=y\Ji+y''^; 
donc,  si  l'on  veut  que  6  =  F(a),  on  aura  l'équation  dérivée 


dont  il  faudra  chercher  l'équation  primitive. 

Suivant  la  notation  du  Calcul  différentiel,  on  aurait  à  intégrer  à 

(1)  OEuvrcs  de  Lagrange,  t.  IX. 
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l'équation  différentielle 


Dans  l'exemple  proposé,  on  a 

b  =  ak, 
par  conséquent 

et  l'équation  dérivée  devient 


Si  l'on  tire  de  cette  équation  la  valeur  de  yy',  on  a 


xr 

ou  bien 


k  —  '>.yy'' -\- 1^    — — h  hx  —  r^  =  o. 


Divisant  toute  l'équation  par  2  y  4-  +  kx  —  j-,  on  aura 

/(•  —  -xy-y 

équation  dont  la  primitive  est  visiblement 


-4-1  =  0, 


^1 


+  kx  —  y-  -\-  X  zzz  h, 


h  étant  une  constante  arbitraire. 

Cette  équation  devient,  en  faisant  disparaître  le  radical, 


^  -\-kx-y''={li-xY-, 


équation  au  cercle. 
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Si  l'on  fait 

h  =  a 5 

1 

a  étant  la  constante  arbitraire,  on  a  celle-ci 

y-  -+-  X-  —  2«^  -ha- —  ak  =  o. 

Cette  équation  est,  comme  l'on  voit,  la  même  que  l'équation  au  cercle 
dont  Leibnitz  a  tiré  sa  solution  par  la  variation  de  a;  ainsi  on  peut  dire 
que  l'équation  au  cercle,  dans  laquelle  a,  abscisse  qui  répond  au  centre, 
est  la  constante  arbitraire,  et  dont  le  rayon  est  sfâk,  est  l'équation  pri- 
mitive qui  résout  le  problème  dans  toute  sa  généralité;  il  est  évident, 
en  effet,  que  tout  cercle  dont  le  centre  sera  sur  l'axe,  et  dont  le  rayon 
aura,  avec  la  distance  du  centre  à  l'origine  des  abscisses,  la  relation 
qu'on  suppose  entre  la  normale  et  la  partie  de  l'axe  correspondante, 
satisfera  à  la  question. 

L'équation  à  la  parabole,  trouvée  par  Leibnitz,  ne  peut  donc  être 
qu'une  équation  primitive  singulière;  en  effet,  en  prenant  dans  la  même 
équation  au  cercle  les  fonctions  dérivées  relativement  à  la  constante 
arbitraire  a,  comme  on  l'a  enseigné  au  commencement  de  la  Leçon 
quinzième,  on  a  l'équation 

—  2.r  +  2a  —  /(■  =  o, 
laquelle  donne 

k  -h  -iX 

rt  =   5 

■2. 

valeur  qui,  étant  substituée  dans  l'équation  au  cercle,  donne 

o  7  /'"" 

r-  —  Il  X ;^  =  o, 

4 

comme  Leibnitz  l'a  trouvé;  d'où  l'on  doit  conclure  que  la  solution  de 
Leibnitz  n'est  donnée  que  par  l'équation  primitive  singulière. 

On  a  vu  que  Leibnitz  avait  déduit  sa  solution  de  la  considération  de 
la  courbe  formée  par  l'intersection  continuelle  de  tous  les  cercles  que 
l'on  aurait  en  faisant  varier  continuellement  la  constante  a;  c'est,  en 
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effet,  une  propriété  générale  des  équations  primitives  singulières  d'ap- 
partenir aux  courbes  formées  par  l'intersection  continuelle  des  courbes 
représentées  par  l'équation  primitive  complète,  en  faisant  varier  conti- 
nuellement la  constante  arbitraire  qui  différencie  toutes  ces  courbes. 

Comme  cette  propriété  est,  pour  ainsi  dire,  la  caractéristique  de 
cette  espèce  d'équations  primitives,  il  est  intéressant  d'en  avoir  une 
démonstration. 

Pour  cela,  on  remarquera  que  la  courbe  formée  par  l'intersection 
continuelle  d'une  série  de  courbes  infiniment  peu  différentes  l'une  de 
l'autre  n'est  autre  cbose  que  la  courbe  qui  embrasserait  ou  toucherait 
toutes  ces  courbes,  et  qui  aurait,  par  conséquent,  dans  chacun  de  ses 
points,  une  tangente  commune  avec  une  de  ces  mêmes  courbes. 

Or,  soit 

F{x,x,a)  =  o 

l'équation  générale  des  courbes  dont  il  s'agit,  a  étant  le  paramètre,  qui 
est  constant  dans  chacune  d'elles,  mais  qui  varie  de  l'une  à  l'autre; 
comme  la  courbe  qui  doit  les  embrasser  a  un  point  commun  avec  cha- 
cune de  ces  courbes,  elle  aura  aussi  les  mêmes  coordonnées  ^  et  j  et 
la  même  équation  entre  ces  coordonnées,  mais  avec  cette  différence 
que  le  paramètre  a  sera  variable  dans  l'équation 

¥{x,x,a)=:o, 

tant  qu'elle  appartiendra  à  la  courbe  qui  embrasse  toutes  les  autres. 

De  plus,  il  faudra  que  la  position  de  la  tangente  soit  la  même  dans 
la  courbe  où  a  est  constant  et  dans  celle  où  a  est  variable. 

Or  on  sait  que  cette  position  ne  dépend  que  de  la  fonction  prime  y', 

puisque  ^  est  l'expression  de  la  sous-tangente;  donc  il  faudra  que  la 
valeur  de  j',  tirée  de  la  dérivée  de  l'équation 

F[x,x,n)  =  o, 

soit  la  même,  soit  qu'on  y  regarde  a  comme  constante,  soit  qu'on  la 
regarde  comme  une  variable  fonction  de  oc,  ce  qui  ne  peut  avoir  lieu, 
à  moins  que  la  partie  de  la  fonction  dérivée  relative  à  a  ne  soit  nulle. 
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Cette  partie  est,  suivant  la  notation  adoptée,  F' (a);  donc  on  aura 
l'équation 

laquelle  servira  à  déterminer  a  en  oc  et  y.  Or  cette  équation  est,  comme 
l'on  voit,  la  même  que  celle  qui  donne  l'équation  primitive  singulière, 

lorsque 

F(x,j,  rt)  — o 

est  l'équation  primitive  ordinaire,  dans  laquelle  a  est  la  constante  arbi- 
traire, comme  nous  l'avons  vu  dans  la  Leçon  citée. 

Donc  l'identité  de  l'équation  primitive  singulière  et  de  l'équation  de 
la  courbe,  qui  embrasse  toutes  celles  qui  sont  comprises  dans  l'équa- 
tion primitive  ordinaire,  est  démontrée  et  résulte  des  principes  mêmes 
de  la  chose. 

Cette  considération  géométrique  est  très  importante  pour  la  théorie 
des  équations  primitives  singulières;  elle  sert  à  lier  entre  elles  les 
courbes  représentées  par  l'équation  primitive  ordinaire  et  par  l'équa- 
tion primitive  singulière,  comme  le  principe  analytique  qui  sert  de 
base  à  cette  théorie  sert  à  lier  entre  elles  ces  mêmes  équations  par  la 
variation  de  la  constante  arbitraire. 

Ainsi  le  problème  analytique  que  nous  avons  résolu  au  commence- 
ment de  la  Leçon  précédente  se  réduit  à  trouver  des  courbes  qui,  ayant 
un  paramètre  variable,  puissent  former,  par  leur  intersection  mutuelle, 
une  courbe  donnée. 

On  peut  donc  présenter  ce  problème  ainsi  : 

Ayant  deux  courbes  dont  les  équations  soient  données,  et  dont  l'un-' 
contienne  deux  constantes  arbitraires,  trouver  la  relation  nécessaire  entre 
ces  deux  constantes,  pour  qu'en  faisant  varier  celle  qui  demeure  arbitraire, 
on  ait  une  infinité  de  courbes  du  même  genre  qui,  par  leur  intersection 
continuelle,  forment  toujours  l'autre  courbe  donnée. 

Pour  le  résoudre,  il  n'y  aura  qu'à  chercher,  par  les  méthodes  ex- 
posées dans  la  Leçon  précédente,  la  relation  entre  les  constantes  a 
X.  32 
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et  b  de  l'équation  donnée 

Y[x,y,a,b)  =  o, 

pour  qu'à  cette  équation,  regardée  comme  une  équation  primitive  ordi- 
naire, réponde  l'équation  primitive  singulière 


y- 


2,  Lr 


qui  sera  celle  de  la  courbe  qui  doit  être  formée  par  l'intersection  con- 
tinuelle des  courbes  données  par  l'autre  équation. 

Le  problème  résolu  par  Leibnitz  l'a  été  aussi  par  Jean  BernouUi, 
dans  ses  Leçons  de  Calcul  intégral  (tome  III  des  OEuvres  de  Jean  Ber- 
nouUi, Leçon  XIV),  mais  par  une  autre  voie  qui  l'a  conduit  au  même 
résultat.  En  considérant  deux  normales  infiniment  proches,  il  observe 
que  l'accroissement  infiniment  petit  de  la  normale  est  à  l'accroisse- 
ment de  la  partie  de  l'axe  qui  répond  à  la  normale  comme  la  partie  de 
l'axe  comprise  entre  l'ordonnée  et  la  normale  est  à  la  normale  même, 
ce  qui  est  facile  à  voir  par  la  similitude  des  triangles. 

Il  a  ainsi,  suivant  l'esprit  du  Calcul  différentiel,  en  nommant,  comme 

plus  haut,  a  la  partie  de  l'axe  qui  répond  à  la  normale  et  b  la  normale 

même,  l'équation 

db a  —  X 

d'un  autre  côté,  la  considération  du  triangle  rectangle  dont  b  est  l'hy- 
poténuse et  y  et  a  ~  X  les  deux  côtés  donne 

De  ces  deux  équations  il  tire 


,  db  ,     I       db-' 


Or  les  conditions  du  problème  donnent  b  en  fonction  de  a;  ainsi  on 
aura  x  et  y  en  fonction  de  a,  et,  chassant  a,  on  aura  l'équation  de  la 
courbe  cherchée  en  œ  et  y. 
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En  supposant,  comme  dans  l'exemple  de  Leibnitz, 

b  =  \fhâ, 


on  a 


donc,  faisant  ces  substitutions  dans  les  valeurs  de  x  et  v,  on  aura 


A-  /  ,       ff- 


d'où,  éliminant  a,  il  vient 


•^  4 


pour  l'équation  de  la  courbe  cherchée,  qu'on  voit  être  la  même  para- 
bole que  Leibnitz  avait  trouvée  par  une  méthode  tout  k  fait  différente. 

Telle  est  la  solution  de  Jean  Bernoulli,  qui  coïncide,  comme  on  le 
voit,  avec  celle  de  Leibnitz,  et  sur  laquelle,  par  conséquent,  on  peut 
faire  les  mêmes  observations. 

D'abord  on  peut  être  étonné  que  Bernoulli  n'ait  pas  remarqué  que 
ce  problème  appartient  essentiellement  à  la  méthode  inverse  des  tan- 
gentes, et  que,  par  conséquent,  la  solution  générale  dépend  d'une  inté- 
gration qui  doit  nécessairement  introduire  une  constante  arbitraire 
dans  l'équation  entre  x  et  r,  et  cela  peut  surprendre  d'autant  plus 
qu'il  avait  donné  auparavant,  dans  les  mêmes  Leçons,  les  expressions 
différentielles  de  la  normale  et  de  la  sous-normale,  et  que  le  problème 
ne  consiste  qu'à  établir  entre  ces  quantités  une  relation  donnée. 

Ensuite  il  est  clair,  par  ce  que  nous  avons  vu  plus  haut,  que  la  solu- 
tion de  Bernoulli  dépend  d'une  équation  intégrale  ou  primitive  singu- 
lière, et,  pour  le  démontrer  par  sa  propre  analyse,  il  suffit  de  consi- 
dérer qu'on  aura  directement  l'équation  en  a;  et  j  en  substituant  la 
valeur  de  b  en  a,  donnée  par  le  problème,  dans  les  deux  équations 

db      a  —  x  \i      ui 

et  éliminant  ensuite  a. 
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Ainsi,  en  supposant 

h  :=  sjka, 

ces  deux  équations  deviennent 


la  première  donne 


k                       ^                           k 
~  ^=i  n  —  .r ;  donc  a^  x  -\ ■> 

ce  qui  étant  substitué  dans  la  seconde,  on  a 

y'-+-r=^kx-\ ,  clou  y-zzzkxA — -i 

comme  on  l'a  trouvé. 

Or  je  remarque  que  l'équation  différentielle 

-— =  — -, —  ,  ou         bdb  ^  [a  —  x]da, 

(la  b  ^ 

n'est  autre  chose  que  la  différentielle  de  l'autre  équation 

y- -h  [a  —  x)-  =  b', 

en  faisant  varier  seulement  a  et  b. 

Ainsi,  comme  h  est  supposé  fonction  de  a,  la  solution  se  réduit  à 
faire  varier  a  seul  dans  l'équation 

y- -h  X- —  2ax  -+-  a-  —  b-  ^=  o 

et  a  éliminer  ensuite  a  au  moyen  de  cette  nouvelle  équation,  ce  qui 
revient,  comme  l'on  voit,  au  procédé  de  Leibnitz,  puisque  l'équation 
est  la  même  que  son  équation  au  cercle;  on  voit  aussi  que  ce  procédé 
coïncide  avec  celui  qui  donne  l'équation  primitive  singulière  de  l'écjua- 
tion  dérivée  ou  différentielle,  dont  la  même  équation 

y-  -+-  X-  —  zax  -ha-  —  b-  =  o 
serait  l'équation  primitive,  a  étant  la  constante  arbitraire. 
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On  aura  donc  cette  équation  dérivée  en  éliminant  a  de  l'équation 
primitive  par  le  moyen  de  sa  dérivée 

ou  bien  en  déterminant  a  et  6  par  le  moyen  de  ces  deux  équations,  et 
substituant  leurs  valeurs  dans  celle  qui  renferme  la  relation  entre  les 
quantités  a  et  h,  donnée  par  les  conditions  du  problème. 
Or  ces  équations  donnent 


a  =  x+yf,         b=y\li-\-y'-, 

expressions  qu'on  voit  être  les  mêmes  que  nous  avons  trouvées  plus 
haut  pour  la  normale  b  et  pour  la  partie  de  l'axe  a  qui  répond  à  cette 
normale;  de  sorte  que,  si  la  relation  entre  ces  deux  quantités  est  repré- 
sentée, en  général,  par 

^[a,b)=o, 

l'équation  dérivée,  qui  répond  à  la  primitive 

y-  -{-  x"^  —  lax  +  a-  —  b-:=  o, 
sera 


C'est  l'équation  générale  du  problème  de  Leibnitz  et  de  Bernoulli, 
dont  ils  ont  trouvé  l'un  et  l'autre,  par  des  méthodes  diflerentes,  l'équa- 
tion primitive  singulière,  sans  se  douter  de  l'espèce  de  contradiction 
que  leurs  solutions  présentaient  avec  les  principes  mêmes  du  Calcul 
différentiel. 

Avant  de  quitter  cette  analyse,  il  est  bon  de  montrer  a  priori  pour- 
quoi les  expressions  des  constantes  a  et  h,  tirées  de  l'équation  an 

cercle 

y-  -h  x^  —  2  «^  +  a  -  —  />-  =  o 

et  de  sa  dérivée 

yy'  -+-  X  —  (7  =  o, 

sont  les  mêmes  que  celles  qu'on  trouve  pour  la  normale  et  pour  la 
partie  correspondante  de  l'axe,  dans  une  courbe  quelconque  rapportée 
aux  coordonnées  .r,  y. 
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Si  l'on  conçoit  un  cercle  qui  touche  une  courbe  dans  un  point,  il  est 
clair  que  son  rayon,  dans  ce  point,  deviendra  la  normale  à  la  courbe. 
Or  l'équation  dont  il  s'agit  est,  comme  nous  l'avons  déjà  vu,  celle  d'un 
cercle  dont  le  centre  est  dans  l'axe  et  répond  à  l'abscisse  a,  et  dont  le 
rayon  est  6;  et,  pour  que  le  cercle  touche  une  courbe  donnée,  il  faut  pre- 
mièrement qu'il  ait  un  point  commun  avec  elle,  dans  lequel,  par  con- 
séquent, les  coordonnées  a-,  y  seront  les  mêmes;  il  faut  ensuite  que  la 
valeur  de  y'  soit  aussi  la  même  dans  le  cercle  et  dans  la  courbe,  comme 
nous  l'avons  démontré  rigoureusement  dans  la  seconde  Partie  de  la 
Théorie  des  fonctions  analytiques  :  ainsi,  pour  que  b  devienne  la  nor- 
male à  la  courbe  et  que  a  soit  la  partie  de  l'axe  qui  y  répond,  il  faudra 
que  l'équation 

et  sa  dérivée,  prise  en  regardant  a  et  b  comme  constantes, 

aient  lieu  en  même  temps,  par  rapport  aux  coordonnées  œ,  y  de  la 
courbe;  d'où  l'on  tire,  pour  a  et  h,  les  valeurs  données  ci-dessus. 

Les  solutions  de  Leibnitz  et  de  Jean  Bernoulli  offrent  les  premiers 
exemples  des  équations  primitives  singulières;  mais  Taylor  est  peut- 
être  le  premier  qui  ait  trouvé  directement  une  équation  primitive  sin- 
gulière d'après  l'équation  dérivée. 

Dans  son  Ouvrage  intitulé  Methodiis  incrementonan,  qui  a  paru  en 
1710,  Taylor  étant  parvenu  (p.  27),  pour  la  solution  d'un  problème,  à 
cette  équation  différentielle  (j'emploie  ici,  pour  plus  de  commodité,  la 
notation  différentielle  à  la  place  de  la  notation  fluxionnelle  des  Anglais, 
ces  deux  notations  exprimant  la  même  chose  dans  le  fond), 

dans  laquelle  y  est  fonction  de  s  ;  il  la  différentie  en  faisant  dz  con- 
stant, et  il  obtient  l'équation 


,         ^,dr~\  d'-y 


dz 
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d'où  il  tire 

d-j=  o       ou        2/—  (i  -f- 


dy 


Cette  dernière  équation  donne 


dy 
dz 

zy 

"~  I^-^- 

9 

ce  qui 

réduit 

la 

proposée 

à 

I  = 

--f 

2 

2  2  2  y-2 

I  +  z- 

z-x- 

savoir, 

qui  est,  dit-il,  singulans  quœdam  solutio  pwhlematis. 

Considérons  l'autre  équation  d'-y^=o,  où  dz  est  constant;  en  pre- 
nant successivement  ses  deux  primitives  ou  intégrales,  on  a 

X  =  a  +  bz, 

où  a  et  6  sont  deux  constantes  arbitraires;  mais  la  proposée  n'étant 
que  du  premier  ordre  ne  comporte  qu'une  seule  arbitraire;  il  faut  donc 
y  substituer  cette  valeur  de  y  pour  avoir  la  relation  qui  doit  avoir  lieu 
entre  a  et  b,  et  pour  cela  il  suffît  de  supposer  partout  z  =  o,  auquel 
cas  on  a 

■^  dz 

et  l'équation  devient 

donc 

et,  par  conséquent, 


6  =  y/i  —  a-. 

Il  est  évident,  par  ce  que  nous  avons  démontré  dans  les  dernières 
Leçons,  que  la  solution  que  Taylor  nomme  singulière  n'est  autre  cliose 
qu'une  équation  primitive  singulière  de  l'équation  du  premier  ordre 
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dont 

est  l'équation  primitive  complète;  car  la  dérivée  de  cette  équation  du 
|)remier  ordre  étant,  en  faisant  z'  =  i, 

[—  2  ^J  H-  2  (  1  +  22  )  /  ]/'  =  O, 

le  facteur  du  premier  ordre  —  2zy  -+-  2(1  +  :;-)  j'  donnera  l'équation 
primitive  singulière,  et  l'autre  facteur  y"  donnera  l'équation  primitive 
complète,  comme  nous  l'avons  montré  dans  la  Leçon  seizième. 

On  peut  aussi  tirer  la  première  de  la  seconde  par  les  principes  expo- 
sés dans  la  Leçon  quinzième;  car,  l'équation  primitive  complète  étant 


f  ^  a  -h  z  \Ji  —  <i'-, 

sa  dérivée  relative  à  a  sera 

za 

o  =  I 


v/i  -a2 
éliminant  a  de  ces  deux  équations,  on  a 

1  +  22  =  72. 

Longtemps  après,  en  1734,  Clairaut,  en  résolvant  quelques  problèmes 
sur  des  courbes,  fut  conduit  à  une  équation  différentielle,  dont  il  obtint 
aussi  deux  intégrales  différentes  par  le  moyen  de  la  différentiation;  il 
était  parvenu  à  ces  deux  équations 

[x—  u]ll[u)=x—^{u)         et         dy=n{u]Jx, 

n(a)  et  <Ï>(m)  étant  des  fonctions  données  d'une  variable  u  qu'il  s'agis- 
sait d'éliminer. 

L'élimination  étant  impossible  en  général,  il  eut  l'idée  heureuse  de 
difîérentier  la  première  et  d'y  substituer  la  valeur  de  dy,  tirée  de  la 
seconde;  on  a  ainsi  cette  équation 

[ll{u)  —  [x  —  u)  U'iu)  —  $'(«)]  c/«  =  0, 

d'où  l'on  déduit  deux  valeurs  de  u,  l'une  donnée  par  l'équation 

n{n)~{x-u]Wiu)  -$'(«)  =  0, 
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l'autre  par  l'équation 

du  =  o, 

laquelle  donne,  par  l'intégration, 

11=1  a, 

a  étant  une  constante  arbitraire. 

Ces  deux  valeurs  de  u,  étant  substituées  dans  la  première  équation 

[x  —  u)  I1(m)  =y—(^[u), 

donneront  deux  intégrales  en  x  et  v,  l'une  sans  constante  arbitraire, 
l'autre  avec  la  constante  arbitraire  a,  et  qui  sera 

[x  —  a)  n(a)  =r  —  <^[a), 

laquelle  ne  représente,  comme  l'on  voit,  que  des  lignes  droites. 

Clairaut  examine  ensuite  quelques  cas  particuliers  du  même  pro- 
blème, où  il  fait  voir  comment  le  Calcul  intégral  ne  donne  jamais  que 
les  lignes  droites  exprimées  par  l'équation  générale 

^•n(a)  — a  n(a)  =/  —  $(«), 

et  comment  les  équations  trouvées  par  la  première  méthode  échappent 
à  l'intégration. 

«  J'ai  été  bien  aise  »,  dit-il,  «  de  montrer  cette  singularité  de  calcul, 
qui  s'est  présentée  d'elle-même;  on  pourrait  l'énoncer,  indépendam- 
ment du  problème  présent,  de  cette  manière  : 

»  Il  y  a  des  équations  différentielles  capables  d'avoir  deux  solutions  dif- 
férentes l'une  de  l'autre,  dont  l'une  [et  même  dans  ce  cas-ci  la  plus  géné- 
rale) n'a  pas  besoin  du  Calcul  intégral;  telles  sont  les  équations 

X  dy  dx  —  (/>•-  ^=  ydx-  —  dydx, 
à  laquelle 

4 j"  1=  X-  -h  1 X  -\-  i         et         lax  —  IX  ^  —  4/  ~i~  '  —  <^' 
satisfont  également;  et 

ady-  -\-  X  dy-  —  y  dy  dx  =z  x  dx  dy  —  ydx'^, 
X.  33 
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qui  donne  pour  solutions 

»  En  général,  -ir—^ — ^^  =  à  une  fonction  quelconque  de  x,  y,  dx,  dy 

serait  de  cette  nature;  intégrée,  elle  donnerait  une  équation;  et,  sans  au- 
cune intégration, 

^[x,y,)  =  o 

serait  l'autre  (•).  » 

En  rapprochant  ces  différentes  solutions  de  notre  théorie,  il  est  évi- 
dent que  celles  qui  ne  renferment  point  de  constante  arhitraire  ne 
sont  que  des  équations  primitives  singulières,  et  que  les  autres,  qui 
contiennent  une  constante  arbitraire,  sont  les  équations  primitives 
complètes;  mais  Clairaut  a  tort  de  regarder  ces  dernières  comme  moins 
générales,  parce  qu'elles  ne  représentent  que  des  lignes  droites. 

A  l'égard  de  l'équation  différentielle 

d<^[x,y)  (  dy\    , 

^[^,r)        \   -^  dx) 

on  ne  peut  pas  dire,  en  général,  avec  Clairaut,  que  l'équation  finie 

^[x,r)  =o 

est  de  la  même  nature- que  les  intégrales  qu'il  avait  trouvées  aupara- 
vant sans  constante  arbitraire;  car  cette  intégrale  peut  être  une  équa- 
tion primitive  singulière  ou  simplement  un  cas  particulier  de  l'équa- 
tion primitive  complète. 

Car,  si  l'on  fait,  pour  abréger, 

<^[x,y)  =  z, 

et  qu'on  suppose  qu'ayant  tiré  de  cette  équation  la  valeur  de  j  en  s 
on  la  substitue  dans  la  fonction  Yix,y,'p\i  on  aura  une  équation 

(*)  Voyez  les  Mémoires  de  V Académie  des  Sciences  pour  1734,  p-  2i3. 


en  j;  et  2  de  la  forme 
ou  bien 
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z'  =  zf[x,z,z.'] 


Pour  que  s  =  o  soit  une  équation  primitive  singulière,  il  faudra  que 
;  =  o  donne 


-  ■) 
o 


comme  nous  l'avons  vu  dans  la  Leçon  seizième;  or,  en  prenant  la  dé- 
rivée de  l'équation  précédente,  on  verra  que  cette  condition  ne  peut 
avoir  lieu  que  lorsque  s  =  o  donnera 

zf[z')  =  i. 

Dans  les  autres  cas,  l'équation  z  =  o  ne  pourra  donc  être  qu'un  cas 
particulier  de  l'équation  primitive  complète. 

En  effet,  en  regardant  d'abord  z  comme  très  petite  et  négligeant  :■ 
dans  la  fonction /(j;,  z,  z'),  on  aura  simplement 

z'  =  zf[x), 
d'où  l'on  tire 

et,  prenant  les  fonctions  primitives, 

lz=f,{x)-^k, 

k  étant  une  constante  arbitraire. 

Je  dénote  par^,  avec  un  trait  placé  au  bas  de  la  caractéristique/,  la 
fonction  primitive  dénotée  par  la  simple  caractéristique/;  on  pourra 
de  même  dénoter,  dans  l'occasion,  par  y,  la  fonction  primitive  de  y; 
par  y^^  la  fonction  primitive  de  j,,  c'est-à-dire  la  fonction  primitive 
seconde  de  y,  et  ainsi  des  autres.  Cette  notation,  que  j'avais  déjà  pro- 
posée dans  l'Ouvrage  sur  la  Résolution  des  équations  numériques  ('  ),  me 

(')  Œuvres  de  La  grange,  t.  VIII . 
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paraît  aussi  propre,  pour  désigner  les  fonctions  primitives,  que  la  no- 
tation ordinaire  l'est  pour  les  fonctions  dérivées. 
Maintenant  il  est  clair  que,  dans  l'équation 

on  aura 

Z  =1=  o, 

en  faisant  la  constante  k  infinie,  puisque 

/o  =  —  ce  . 

Ainsi 

2  =  0 

sera  alors  un  cas  particulier  de  l'équation  primitive  complète. 

Euler  avait  aussi  trouvé,  dans  sa  Mécanique,  différents  exemples  de 
cette  duplicité  d'intégrales;  il  avait  même  donné  des  règles  pour  les 
découvrir  dans  quelques  cas,  comme  on  le  voit  dans  les  articles  2C8, 
303,  335  du  second  Tome  de  la  Mécanique;  mais  ce  n'est  que  plusieurs 
années  après  qu'il  s'est  occupé,  ex  professa,  de  cette  partie  du  Calcul 
intégral  dans  un  Mémoire  intitulé  Exposition  de  quelques  paradoxes  du 
Calcul  intégral,  et  imprimé  dans  le  Recueil  de  l'Académie  de  Berlin 
pour  1756. 

Dans  ce  Mémoire,  Euler  se  propose  différents  problèmes  relatifs  aux 
tangentes,  qui  conduisent  naturellement  à  des  équations  différentielles, 
et  il  remarque  qu'ils  ont  chacun  deux  solutions,  dont  l'une  résulte  de 
l'intégration  et  admet,  par  conséquent,  une  constante  arbitraire,  et 
dont  l'autre  est  indépendante  de  l'intégration  et  peut  se  trouver  même 
par  la  différentiation  de  l'équation. 

Voici  un  de  ces  problèmes  : 

On  demande  une  courbe  telle,  que,  tirant  de  deux  points  donnés  des 
perpendiculaires  sur  une  quelconque  de  ses  tangentes,  le  produit  de  ces 
perpendiculaires  soit  une  quantité  constante. 

Faisons  passer  l'axe  des  abscisses  par  les  deux  points  donnés,  et 
soient/;  et  q  les  deux  abscisses  qui  répondent  à  ces  points  et  t  la  sous- 
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tangente  à  un  point  quelconque,  c'est-à-dire  la  partie  de  l'axe  comprise 
entre  la  tangente  et  l'ordonnée  y;  on  aura  t  —  œ  pour  la  partie  com- 
prise entre  la  tangente  et  l'origine  des  abscisses;  donc  t  —  oc-\-p  et 
t  —  X ->r  q  seront  les  parties  de  l'axe  comprises  entre  les  deux  points 
donnés  et  la  tangente. 

Ayant  abaissé  de  ces  points  des  perpendiculaires  sur  la  tangente,  on 
formera  par  là  deux  triangles  rectangles  semblables  au  triangle  rec- 
tangle formé  par  la  tangente,  l'ordonnée  y  et  la  sous-tangente  t;  il  est 
visible  que,  dans  ces  triangles,  les  lignes  t  ~  x  -\-p  et  t  —  x  -\-  q  ré- 
pondront à  la  tangente  même,  qui  est  vj'+  ^"»  6t  que  les  perpendi- 
culaires dont  il  s'agit  répondront  à  l'ordonnée  y,  de  sorte  qu'on  aura 
pour  ces  perpendiculaires  les  valeurs 

[t  —  X  -^  p)  y      (i  —  ^  -^  ç)y\ 


par  conséquent  l'équation  du  problème  sera 

[t  —  x+p]  [t  —  X  -hq)x-  _j^ 

k  étant  une  constante  donnée. 

Or  le  rapport  de  l'ordonnée  à  la  sous-tangente  étant  exprimé  par  la 
fonction  prime  y' ,  on  a 

L  -  y' 


^=:^ 


par  conséquent 

'=/ 

cette  valeur  étant  substituée  dans  l'équation  précédente,  elle  se  réduit  à 

[y—y'^-^ p.r' ) ir  — r ^  +  q.r' )  _j^ 

•  +/- 

équation  du  premier  ordre. 

Cette  équation,  étant  mise  sous  la  forme  différentielle  et  multipliée 
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par  dx-  -{-  dy-,  devient 

[ydx  —  xdx  -i-  p  dy]  [ydx  —  x  dy  -\-  q  dy)  —  A'  (  dx-  -h  dy^  )  =  o  ; 

c'est  l'équation  donnée  par  les  conditions  du  problème. 

Euler  remarque  qu'il  serait  difficile  d'intégrer  cette  équation  direc- 
tement, mais  qu'on  y  peut  parvenir  facilement  en  la  difîérentiant. 

On  a  ainsi,  en  prenant  doc  pour  constant, 

[ydx  —  xdy+  qdy)  [p  —  x)  d-y+  [ydx  —  xdy-\-  pdy)  [q  —  x]d^y—  2  Ii  dyd'^y  =  o, 

équation  toute  divisible  par  d\y. 

En  la  divisant  d'abord  par  d'^y,  on  a  celle-ci  : 

[ydx  —  xdy  -{-  qdy)  [p  —  x)  +  [ydx  —  x dy-h  pdy)  [q  —  x]  —  ilt  dy  :=  o, 

qui  n'est  que  du  premier  ordre,  comme  la  proposée,  et  qui,  étant  com- 
binée avec  elle,  donnera,  par  l'élimination  de  dy,  une  équation  finie 
en  ce  et  y. 

En  effet,  cette  dernière  équation  étant  multipliée  par  dy  et  retran- 
chée de  la  première  multipliée  par  2,  on  aura  celle-ci  : 

ly-dx-  -i-  y  dy  dx  [  p  -h  q  —  nx)  —  nkdx-  =1  o, 

d'où  l'on  tire 

dy  9.  (  /f  —  y'^  ) 


dx       y[p  -i-  q  --  -ix] 
mais  la  même  équation  donne 

dy  _^  y[p  -Jr  q  —  -îx] 


dx       2[^k  —  [p  —  x)  [q  —  x)Y 


donc,  comparant  ces  deux  valeurs  et  multipliant  en  croix,  on  aura 
celle-ci  : 

y^p-^-q-^x)^-  =  ^[k^y^)lk-[p-x)[q-x)-], 

laquelle  se  réduit  à 

[[p  -  qy-  +  my^+U([p  -x)[q-  x)  =  l^k\ 
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ou,  plus  simplement  encore,  à 


équation  à  une  ellipse  dont  le  carré  du  demi-petit  axe  est  k,  et  le  carré 
du  demi-grand  axe  est  k  -\-  (  ^ — -  \  »  de  sorte  que  ^  ^  sera  la  distance 
du  centre  au  foyer,  et,  comme  le  centre  de  l'ellipse  répond  à  l'abscisse 
^ — -1  il  s'ensuit  que  les  deux  foyers  répondent  aux  abscisses/;  et  q,  et 

sont,  par  conséquent,  dans  les  deux  points  donnés. 

En  effet,  on  sait,  par  la  théorie  des  sections  coniques,  que  le  produit 
des  perpendiculaires  menées  de  chacun  des  foyers  sur  une  tangente 
quelconque  est  constant  et  égal  au  carré  du  petit  axe. 

L'équation  que  nous  venons  de  trouver  ne  renferme  point  de  con- 
stante arbitraire,  puisqu'elle  provient  de  deux  équations  différentielles 

du  premier  ordre  par  l'élimination  de  y-;  mais  on  aura  une  autre 

équation,  avec  une  constante  arbitraire,  par  le  moyen  de  l'autre  fac- 
teur d'^y,  lequel  donne  l'équation  du  second  ordre 

d'où  l'on  tire 

dy  =  a  dx, 

a  étant  une  constante  arbitraire;  cette  équation  étant  combinée  de 
nouveau  avec  la  proposée,  on  aura  celle-ci  : 

[y  —  ax  -{-  ap)  [y  —  ax  -\-  aq)  ^=  k [\  -\-  a"^), 

d'où  l'on  tire 


y-ax-^  (Z±l]_?  =  ±  l/(i  -h  a^)  k  +  a- 


q-' 


équation  à  deux  lignes  droites. 

Il  est  visible,  en  effet,  que  la  ligne  droite  satisfait  aussi  au  mènie 
problème,  pourvu  qu'elle  soit  placée  de  manière  que  le  produit  des 
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deux  perpendiculaires  menées  des  deux  points  donnés  sur  cette  ligne 
soit  égal  à  k. 

Si,  dans  les  expressions  générales  de  ces  perpendiculaires  trouvées 

ci-dessus,  on  substitue  pour  t  sa  valeur  ^  ou  bien  y  -7-  »  suivant  la  no- 
talion  du  Calcul  difTérentiel,  on  a 

y  dx  —  X  dy  -+-  pdy  ydx  —  x  dy  -H  q  dy 

\jdx'^  +  dy-  sjdx-  +  dy- 

Soit 

y  =  nx  4-  h, 
en  général,  l'équation  à  la  ligne  droite;  on  aura 

dy^iadx', 
substituant  ces  deux  valeurs,  les  deux  perpendiculaires  deviendront 

ap  b  -\-  aq 

—-     el —  -, 

y/ 1  H-  «- 


v/i  +  fi- 

et  l'on 

aura  1 

'équation 

[b 

-hap){b 

d'où  r 

on  tire 

b^-aP- 

^^  +  r 

aq)  =:  Il  {1  -\-  a-), 


-\- a^-]  k  +  a^  >  P      ''^' 


ce  qui  donne  les  mêmes  lignes  droites  que  nous  venons  de  trouver. 

Telle  est  l'analyse  d'Euler,  que  j'ai  rapportée  en  entier,  et  même 
avec  un  peu  plus  de  détail,  pour  servir  d'exemple  dans  une  matière 
qui  est  encore  peu  traitée  dans  les  Ouvrages  élémentaires. 

On  voit  que  ce  problème  admet  réellement  deux  solutions  très  dif- 
férentes, puisque  l'une  donne  des  lignes  droites,  et  l'autre  donne  une 
ellipse. 

Euler  n'a  pas  chercbé  à  rapprocher  ces  deux  solutions  et  à  les  faire 
dépendre  l'une  de  l'autre;  il  s'est  contenté  de  donner  cette  duplicité 
de  solutions  comme  un  paradoxe  de  Calcul  intégral,  par  la  raison  que 
l'équation  qui  contient  une  constante  arbitraire,  et  qu'on  doit,  par 
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conséquent,  regarder  comme  l'intégrale  complète,  ne  renferme  cepen- 
dant pas  l'autre  équation  finie,  qui  satisfait  également  à  l'équation 
différentielle,  ce  qui  paraît,  en  effet,  contraire  aux  principes  du  Calcul 
différentiel. 

Euler  regarde  aussi  comme  un  paradoxe  que  la  différentiation  puisse 
suppléer  à  l'intégration,  ce  qui  ne  doit  s'entendre  cependant  que  de 
l'intégrale  sans  constante  arbitraire,  qui  résulte  immédiatement  de  la 
différentielle  de  l'équation  proposée,  combinée  avec  cette  même  équa- 
tion; car,  pour  l'autre  intégrale  qui  dépend  d'une  intégration  subsé- 
quente, elle  est  conforme  aux  principes  généraux  du  calcul. 

D'après  la  théorie  que  nous  avons  donnée  sur  les  équations  primi- 
tives singulières,  on  voit  clairement  que  ces  paradoxes  d'Euler  ne  sont 
que  des  résultats  particuliers  de  cette  théorie. 

Il  est  évident  que  l'équation  à  l'ellipse,  qui  est  sans  constante  arbi- 
traire, n'est  que  l'équation  primitive  singulière  de  l'équation  du  pre- 
mier ordre,  donnée  par  les  conditions  du  problème,  puisqu'elle  résulte 
du  facteur  du  même  ordre  qui  multiplie  la  dérivée  de  la  même  équa- 
tion; et  que  l'équation  à  la  ligne  droite,  qui  vient  de  l'autre  facteur  du 
second  ordre,  est  donnée  par  l'équation  primitive  complète,  avec  une 
constante  arbitraire,  conformément  à  la  théorie  développée  dans  la 
Leçon  seizième. 

Si  de  l'équation  à  la  ligne  droite 

y  z^  ax  ^  b 
et  de  sa  dérivée 

on  tire  les  valeurs  des  constantes  a  et  b,  on  a 

rt=rj',  bz=y~xy', 

et  ces  valeurs,  substituées  dans  l'équation  donnée  par  les  conditions 
du  problème,  savoir, 

[b  +  ap)  [h  +  nq)  =  k{\  -^  a"^), 

X.  34 
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fournissent  celle-ci  : 

(  J  -  x/^pf  )  (/  -  Xf'  +  g/  )  =z  A-  (  iH-y  2  )^ 

qui  est,  comme  l'on  voit,  l'équation  du  premier  ordre  à  laquelle  le 
problème  conduit  directement.  Ainsi  cette  équation  appartient  à  la 
classe  que  nous  avons  examinée  dans  la  Leçon  précédente,  dont  la 
l'orme  générale  est 

et  qui  est  toujours  susceptible  d'une  équation  primitive  singulière, 
qu'on  peut  obtenir  par  l'élimination  de  y',  au  moyen  de  la  dérivée 
relative  à  y',  ce  qui  redonne  le  résultat  que  nous  avons  trouvé. 

Si  l'on  voulait  tirer  l'équation  primitive  singulière  de  l'équation  pri- 
mitive complète,  d'après  la  tbéorie  de  la  Leçon  quinzième,  il  n'y  aurait 
qu'à  substituer  d'abord,  dans  l'équation  de  condition  en  aetb,  la  valeur 

(le  b  tirée  de  l'équation 

y  =  ax  -h  b, 

ce  qui  donnera  celle-ci  : 

[y  —  ax  +  ap)  [y  —  ax  -+-  aq)  =^  k[i  -\-  a-), 

qui  est  à  deux  lignes  droites,  et  qu'on  peut  regarder  comme  l'équation 
primitive  du  problème,  dans  laquelle  a  est  la  constante  arbitraire. 
Ainsi  il  n'y  aura  qu'à  éliminer  a  au  moyen  de  cette  équation  et  de  sa 
dérivée,  et  l'on  aura  encore  le  même  résultat,  puisque  l'équation  en  y 
a  la  même  forme  que  l'équation  en  a,  ce  qui  sert  de  plus  en  plus  à 
rapprocher  les  différentes  méthodes  que  nous  avons  données. 

Nous  avons  démontré,  à  l'occasion  du  problème  de  Leibnitz,  que 
toute  équation  primitive  singulière  représente  la  courbe  formée  par 
l'intersection  continuelle  des  lignes  représentées  par  l'équation  primi- 
tive complète;  ainsi  on  peut  dire  que  l'ellipse  qui  résout  le  problème 
d'Euler  est  formée  par  l'intersection  continuelle  de  toutes  les  droites 
représentées  par  l'équation 

[y —  ax  -]-  ap]  [y  —  ax  -\-  aq)  =^  f>-{i  -i-  a-), 
en  supposant  (jue  la  constante  a  varie  de  l'une  à  l'autre. 
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Par  cette  considération  on  pourrait  donc  aussi  résoudre  le  problème 
d'EuIer,  comme  Leibnitz  avait  résolu  celui  dont  nous  avons  parlé  au 
commencement  de  cette  Leçon,  et  parvenir  directement  à  l'ellipse,  qui 
n'est  donnée  par  l'analyse  que  d'une  manière  indirecte. 

Jusque-là  on  n'avait  considéré  les  équations  primitives  singulières 
que  comme  des  solutions  particulières  qui  se  présentaient  d'elles- 
mêmes  et  sans  intégration,  et  l'on  n'avait  encore  aucun  moyen  pour  re- 
connaître, a  priori,  si  une  pareille  solution  pouvait  être  comprise  ou  non 
dans  la  solution  générale  donnée  par  l'intégrale  complète  de  l'équation 
différentielle  du  problème.  Euler  a  donné  le  premier  une  règle  géné- 
rale pour  cet  objet  dans  le  premier  Volume  de  son  Calcul  intégral,  et 
Laplace  a  montré  ensuite  comment  on  peut  déduire  de  l'équation  dif- 
férentielle les  solutions  particulières  qui  échappent  à  l'intégrale  com- 
plète, comme  nous  l'avons  rapporté  à  la  fin  de  la  Leçon  quinzième. 

Il  restait  à  découvrir  la  liaison  entre  ces  intégrales  particulières  et 
les  intégrales  complètes,  ainsi  qu'entre  les  courbes  données  par  les 
unes  et  les  autres,  et  à  rappeler  toute  la  théorie  de  ces  différentes  inté- 
grales aux  premiers  principes  du  Calcul  différentiel;  c'est  ce  qu'on  a 
fait  dans  un  Mémoire  sur  ce  sujet,  imprimé  dans  le  Recueil  de  l'Acadé- 
mie de  Berlin  de  i  774.  et  dans  un  autre  Mémoire  imprimé  dans  le  même 
Recueil  pour  1779  ('). 

Comme  ce  point  d'analyse  est  un  des  plus  intéressants  par  ses  diffé- 
rentes applications,  j'ai  cru  devoir  en  développer  toute  la  théorie  dans 
ces  Leçons,  en  y  joignant  des  considérations  nouvelles  et  des  détails 
historiques  qui  peuvent  faire  plaisir  aux  analystes  et  servir  à  l'histoire 
de  cette  partie  des  Mathématiques. 

(')  OEuvres  de  Lagnuige,  t.  IV,  p.  i  et  p.  585. 
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LEÇON  DIX-HUITIÈME. 


DIGRESSION  SUR  LES  ÉQUATIONS  AUX  DIFFERENCES  FINIES,  SUR  LE  PASSAGE 
DE  CES  DIFFÉRENCES  AUX  DIFFÉRENTIELLES  ET  SUR  l'iNVENTION  DU  CALCUL 
DIFFÉRENTIEL. 


Les  premiers  auteurs  du  Calcul  différentiel,  Barrow  et  Leibnitz,  ont 
considéré  les  quantités  variables  comme  croissant  par  des  différences 
infiniment  petites,  et  ont  inventé  les  équations  différentielles  pour 
déterminer  les  rapports  de  ces  différences.  Comme  la  supposition  des 
quantités  infiniment  petites  répugne  à  la  rigueur  de  l'Analyse,  on  a  con- 
sidéré depuis  les  accroissements  des  quantités  variables  comme  finis, 
et  l'on  a  formé,  à  l'imitation  du  Calcul  différentiel,  un  nouveau  Calcul 
pour  les  différences  finies,  dans  lequel  les  résultats  sont  rigoureuse- 
ment exacts.  Ce  Calcul,  dont  Taylor  avait  donné  la  première  idée  dans 
son  Melhodas  incrementonim,  et  dont  on  s'est  beaucoup  occupé  dans 
ces  derniers  temps  sous  le  nom  de  Calcul  aux  différences  finies,  sert  à 
trouver  la  loi  des  termes  consécutifs  d'une  série  ou  progression  dans 
laquelle  on  connaît  l'expression  ou  la  formation  du  terme  général,  et 
réciproquement  à  trouver  l'expression  du  terme  général,  d'après  la  loi 
des  termes  consécutifs. 

Mais  nous  observerons  que,  dans  ces  recherches,  la  considération 
des  différences  n'est  point  nécessaire  comme  dans  le  Calcul  différen- 
tiel, et  que  leur  emploi  peut  même  être  plus  incommode  qu'utile, 
parce  que  la  suppression  des  termes  infiniment  petits,  qui  produit  la 
simplification  du  Calcul  différentiel,  n'ayant  point  lieu  dans  les  diffé- 
rences finies,  il  arrive  souvent  que  les  formules  en  différences  sont 


DES  FONCTIONS.  269 

plus  compliquées  que  si  elles  contenaient  immédiatement  les  termes 
successifs  eux-mêmes. 

D'ailleurs  l'analogie  qu'on  a  cru  pouvoir  établir  entre  le  Calcul  aux 
différences  infiniment  petites  et  le  Calcul  aux  différences  finies  est 
plus  apparente  que  réelle,  malgré  la  conformité  de  quelques  procédés 
et  de  quelques  résultats;  car,  dans  celui-ci,  on  considère  les  différents 
termes  de  la  progression  comme  représentés  par  une  même  fonction 
de  quantités  différentes  d'un  terme  à  l'autre,  et  les  équations  aux  dif- 
férences finies  ne  sont  que  des  équations  entre  ces  mêmes  fonctions; 
au  lieu  que  les  équations  différentielles,  ou  aux  différences  infiniment 
petites,  sont  essentiellement  entre  des  fonctions  différentes  de  la  même 
variable,  mais  dérivées  les  unes  des  autres  par  des  règles  fixes  et  uni- 
formes. 

Les  équations  aux  différences  finies  ne  sont  autre  chose  qu'une  suite 
d'équations  semblables  entre  différentes  inconnues,  par  lesquelles  on 
peut  toujours  déterminer  successivement  chacune  de  ces  inconnues. 

Mais  la  loi  uniforme  qui  règne  entre  ces  équations  fait  qu'on  peut 
regarder  leurs  inconnues  comme  formant  une  suite  régulière  et  suscep- 
tible d'un  terme  général,  et  l'expression  de  ce  terme  donne  alors  la 
résolution  générale  de  toutes  les  équations. 

Ainsi  le  Calcul  qu'on  a  nommé  aux  différences  finies  n'est  proprement 
que  le  Calcul  des  suites,  et  ne  peut  être  assimilé  au  Calcul  différentiel, 
qui  est  essentiellement  le  Calcul  des  fonctions  dérivées. 

Mais  on  a  pensé  que  la  considération  des  différences  finies  pouvait 
conduire  à  celle  des  différences  infiniment  petites,  et  que  le  Calcul  aux 
différences  finies  conserverait  toute  sa  rigueur,  en  devenant  Calcul  dif- 
férentiel, par  l'omission  des  termes  infiniment  petits.  Et  de  là  est  née 
la  méthode  des  limites  dans  laquelle  on  regarde  le  rapport  des  diffé- 
rences infiniment  petites  comme  la  limite  du  rapport  des  différences 
finies,  et  les  équations  différentielles  comme  les  limites  des  équations 
aux  différences  finies. 

Je  ne  disconviens  pas  qu'on  ne  puisse,  de  cette  manière,  démontrer 
la  légitimité  des  résultats  du  Calcul  différentiel;  mais,  quoique  cette 
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marche  paraisse  directe  et  naturelle,  le  passage  du  fini  à  l'infini  exige 
toujours  une  espèce  de  saut,  plus  ou  moins  forcé,  qui  rompt  la  loi  de 
continuité  et  change  la  forme  des  fonctions. 

Ayant  réduit,  comme  nous  l'avons  fait,  le  Calcul  différentiel  à  ses 
véritables  éléments,  les  fonctions  dérivées,  et  l'ayant  ainsi  entièrement 
séparé  du  Calcul  aux  différences  finies,  nous  avons  cru  devoir  dire 
deux  mots  de  la  nature  et  des  usages  de  celui-ci,  qui  n'est,  à  propre- 
ment parler,  que  l'analyse  ordinaire  appliquée  à  une  suite  de  quantités 
qu'on  suppose  dépendre  d'une  même  loi. 

Soit  une  suite  de  quantités 

U         1         2         3         4 
y  >    3  >    3  >    J  >    J  >     ■   ■  ■  ■> 

qui  répondent  à  ces  quantités  en  progression  arithmétique 

o,  /,  ii,  3/,  4'»  •  •  •  • 

Désignons,  en  général,  un  terme  quelconque  de  la  première  suite  par  j, 
et  le  terme  correspondant  de  la  seconde  suite  para?;  désignons  de  plus 

I  II  ift 

par  y,  j,  j,  ...  les  termes  qui,  dans  la  première  suite,  suivent  le 
terme  j,  et  qui  répondent  aux  termes 

de  la  seconde.  [■"": 

Enfin,  désignons,  pour  plus  de  simplicité,  par  les  caractéristiques 
A,  A",  ...  les  différences  premières,  secondes,  . . .  des  termes  de  la  pre- 
mière suite,  de  manière  que  l'on  ait 

t^y—'r—r,      ^-r—r  —  '^r  +  r^ 

A  l'égard  de  la  seconde  suite,  il  est  clair  qu'on  aura 

A:c  =  «  et         A2.r  =  o,  .... 

(]ela  posé,  supposons  d'abord  que  la  première  suite  soit  formée  de 
la  seconde  par  cette  loi  très  simple 

X  =  ax, 

a  étant  un  coefficient  constant  j>our  toute  la  suite. 
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On  aura  donc  aussi,  en  changeant  y  en  y  et  ce  en  x  +  ?,  l'équation 

r  =  a[x  +  i); 

et,  comme  les  deux  équations  doivent  avoir  lieu  en  même  temps,  on 
pourra,  si  l'on  veut,  en  éliminer  la  constante  a. 

Retranchant,  pour  cela,  la  première  de  la  seconde,  on  aura 

y  —  y  =  ai        ou         Aj  =:  ai, 

d'où  l'on  tire 

Aj 
a=-l-, 

donc,  suhstituant  cette  valeur  dans  la  première,  elle  deviendra 

X  Ar 

L'A  première  équation 

y=nx 

donne  le  terme  général  de  la  suite;  l'autre  équation 

X  Ay 

y=-r 

donne  la  loi  entre  les  termes  successifs;  car,  puisque 


on  aura 


'  i  y  '       X  -h  i 


Réciproquement,  on  voit  que,  cette  loi  des  termes  étant  donnée,  le 


terme  gênerai  sera  nécessairement 


X=^ax, 


a  étant  une  constante  arbitraire,  et  il  est  facile  de  se  convaincre  que 
cette  expression  de  y  en  x  est  la  plus  générale  qui  puisse  répondic  à 
l'équation  aux  différences 


Ar: 
•^  X 
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Si  la  différence  i  de  la  progression  arithmétique  devenait  infiniment 

petite,  la  différence  correspondante  Ay  deviendrait  infiniment  petite 

A  v 
aussi,  et  leur  rapport  -^v  que  nous  avons  vu  être  égal  à  la  constante 

arbitraire  a,  serait  toujours  le  même.  Dans  l'infiniment  petit,  ce  rap- 
port devient  égal  à  la  fijnction  dérivée  j',  eu  regardant  y  comme  fonc- 
tion de  X,  et  l'équation  devient  alors 

qui  est  l'équation  dérivée  dont 

y  ^=  ax 

est  l'équation  primitive,  a  étant  la  constante  arbitraire. 
Supposons  maintenant  cette  loi 

y=^ax-\-a-, 

qui  n'est  guère  plus  compliquée  que  la  précédente. 
On  aura  donc  aussi,  en  changeant  y  en  y  et  x  en  x  +  /, 

y=^ax  +  ai  -+-  a-; 

retranchant  la  première  de  celle-ci  et  mettant  Aj  pour  y  —y,  on  aura 

Aj  =  ai, 

d'où  l'on  tire 

a=  ~4--> 
i 

et,  substituant  cette  valeur  à  la  place  de  a,  on  aura 

X  A>'       A>"- 

•^  ~      i  /-    ' 

équation  aux  différences  finies,  et  qui  est  indépendante  de  la  con- 
stante a. 

La  première  équation  donne  donc  l'expression  du  terme  général,  et 
la  seconde  donne  la  loi  entre  les  termes  successifs,  de  manière  que, 
cette  loi  étant  proposée,  on  aura,  par  la  première,  le  terme  général 
avec  une  constante  arbitraire  a. 
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L'analyse  précédente  suppose  que  la  quantité  a  est  indépendante 
de  X,  puisqu'elle  demeure  la  même  dans  les  deux  équations  succes- 
sives; mais,  si  elle  dépendait  de  x,  de  manière  que  les  deux  équations 
eussent  néanmoins  la  même  forme  que  dans  le  cas  où  elle  est  con- 
stante, il  est  clair  que  l'équation  aux  différences,  qui  résulte  de  ces 
deux  équations  par  l'élimination  de  a,  serait  encore  la  même;  par 
conséquent  on  aurait  plus  d'une  équation  en  x  et  y  pour  la  même 
équation  aux  différences  :  c'est  le  principe  qui  donne  les  équations 
primitives  singulières,  comme  on  l'a  vu  dans  la  Leçon  quatorzième. 

Supposons  donc,  en  général,  que  la  quantité  a,  qui  répond  à  x,  de- 
vienne a,  a,  . . .  lorsque  x  devient  x  -+-  i,  x  -\-  -^.i,  ...  ;  les  deux  équa- 
tions successives,  dont  l'une  répond  à  x  et  l'autre  à  ^  +  /,  seront 

y  =:z  ax  -\-  a-, 

y^=a[x-i-i]  H-  a-. 

Or,  si  l'on  suppose  que  les  quantités  a  et  a  soient  telles  que  l'on  ait 

a{x  -h  i]  +  a-  :=  a[x  -]-  i]  -i~  a-, 
la  seconde  équation  deviendra 

comme  dans  le  cas  où  a  est  supposée  constante;  par  consé({uent,  on 
aura  également,  par  l'élimination  de  a,  l'équation  aux  différences 

X  Ar       A'k'- 

y  =  — H — I — 7—  • 
''  i  t- 

II  s'agit  donc  de  trouver  le  terme  général  de  la  série  dont  les  termes 

consécutifs  a  et  o,  répondant  à  x-  et  x  -t-  /,  ont  entre  eux  la  relation 
déterminée  par  l'équation  ci-dessus,  qui  se  réduit  à  cette  forme 

a-  ■—  a--\-  [x  ^  i]  {a  —  a)  =  o, 

et  qui  est,  comme  on  voit,  du  genre  des  équations  aux  différences. 
X.  35 
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Cette  équation  se  réduit  à 

[rt  -l-  a  -l-  (x  4-  /)]  («  —  a]  =  o 

et  "se  décompose,  par  conséquent,  en  ces  deux-ci, 

a  —  a  =  o,         a  +  rt  +  .T  +  /  =  o. 

J^a  première  donne 

a^=  a, 

et,  par  conséquent,  a  égal  à  une  constante  quelconque;  c'est  le  cas  que 
nous  avons  supposé  d'abord. 

La  seconde  donne  une  relation  entre  a  et  a,  d'après  laquelle  il  faut 
trouver  le  terme  général. 

Pour  simplifier  cette  équation,  je  suppose  d'abord 

a  ^^  u  -\-  m X  -r-  n, 

m  et  n  étant  des  constantes  et  u  une  nouvelle  variable;  j'ai 

a  =^  u  +  m[x  -^  i)  -\-  n, 
et  l'équation  devient,  par  ces  substitutions, 

M  4-  M  +  ( -2  m  4-  I  )  ^  -I-  2  «  -t-  ( ni  +  I  )  /  =  O, 

où  je  peux  faire  disparaître  les  termes  indépendants  de  u. 
Je  fais  donc 

2 m  4-  I  =  o         et         111  -\-  [m  -\-  ^)  i  =z  o, 
ce  qui  donne 


de  sorte  qu'en  faisant 


1  / 

2  4 


X         i 

1      4 


l'équation  se  réduit  à  cette  forme  plus  simple 

M  4-  M  =  o. 
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J'observe  maintenant  qu'en  supposant 

u  =  br", 

b  et  /•  étant  des  constantes,  on  a 

et  la  substitution  donne 

br^^'  -\-  br'^=  o, 
équation  divisible  par  è/-^,  et  qui  donne 

r'-i-i  =  o, 

d'où  l'on  tire 

1 

r'  =  —  i         et        r={—iy. 
Ainsi  l'expression 

r 

u  =  b[-iy 

satisfait  à  l'équation  avec  la  constante  arbitraire  b.  En  effet,  en  suppo- 
sant cette  équation  en  u  et  ce,  pour  faire  disparaître  la  constante  b,  on 
prendra  l'équation  successive 

,;^6(-i)"^=-6(-i)S 

et,  éliminant  b,  on  aura 

«  +  m'  =  o, 

équation  proposée. 

Donc  l'expression  générale  de  a  sera 

et  cette  valeur,  substituée  dans  l'expression  dey,  donnera  un  nouveau 
terme  général  avec  une  constante  arbitraire  b,  qui  satisfera  également 
à  la  même  équation  aux  différences 


r- 


X  Ar      A/2 


i  i 
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Pour  faciliter  cette  substitution,  je  mets  l'expression  donnée  de  v 
sous  cette  forme 


^-=l°^îJ~T' 


et  j'y  substitue,  pour  a,  la  valeur  qu'on  vient  de  trouver;  il  vient  cette 
nouvelle  expression  de  y 


..•=[*(-. i'^-i 


Comme  h  est  ici  une  constante  arbitraire,  on  peut  aussi  la  faire  dis- 
pai'aitre  par  l'équation  successive,  dans  laquelle  x  devient  x  +  i,  et  y 
devient  r'  ou  y  +  S.y\  on  aura  ainsi 


y  H-  L 
à  cause  de 


Retranchant  de  cette  équation  la  précédente  et  observant  que  la  dif- 
férence des  deux  carrés  est  le  produit  de  la  somme  par  la  différence 
des  racines,  on  aura  tout  de  suite 

d'où  l'on  tire 

^        '  i  24' 

et  cette  valeur,  substituée  dans  la  première  équation,  donne  l'équation 
aux  différences 

savoir, 

X  Ar      Ar^ 

r  =  — ^  +  -4-  j 

qui  est  la  même  valeur  qu'on  avait  trouvée  dans  le  cas  où  a  était  la 
constante  arbitraire. 
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-  Si  maintenant  on  suppose  que  la  différence  i  devienne  infiniment 
petite,  la  différence  correspondante  Aj  le  deviendra  aussi;  mais  leur 

Ar 
rapport  -r-?  qui,  dans  le  premier  cas,  est  égal  à  a  et,  dans  le  second, 

est  égal  à  b[—  i)'  —  -  —  -y,  demeurera  fini;  ce  rapport  devient  alors 

la  fonction  dérivée  de  j,  regardée  comme  fonction  de  .r,  et  l'équation 
aux  différences  devient,  par  conséquent, 

qui  est,  en  effet,  l'équation  dérivée  dont  la  primitive  est 

yz=z  ax  +  «-, 

a  étant  la  constante  arbitraire. 

Car,  en  prenant  les  fonctions  dérivées,  on  a 

/  =  «, 
et,  substituant  cette  valeur,  il  vient 

y  =  xy'+x"K 

Mais  que  devient  alors  la  seconde  expression  de  y  qui  contient  la 
constante  arbitraire  h  ? 

Suivant  les  principes  des  infiniment  petits,  le  terme  —  -  doit  être 

.r 

rejeté  vis-à-vis  du  terme  fini  è(—  i)';  ainsi  on  aurait  simplement 

à  cause  de 

Mais  cette  valeur  de  y  ne  satisfait  pas  à  l'équation  dérivée,  à  moins 

(lu'on  ne  suppose 

i  =  o, 

car  elle  donne 

'  — _  -. 
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Faisant  la  substitution,  on  a 


,  o  -„n 


et,  par  conséquent, 


4  2    '    4 


b  =  o. 


Ainsi  il  faut  dire  que  le  passage  du  fini  à  l'infiniment  petit  anéantit 
non  seulement  les  quantités  infiniment  petites,  mais  encore  la  constante 
arbitraire. 

Au  reste,  en  faisant 

l'expression 


o, 


r=- 


4 


devient  une  valeur  singulière;  car,  en  prenant  les  fonctions  dérivées 
relatives  à  a  dans  l'équation  primitive 

r  =  ax  +  a-, 

on  a 

X  -\-  la^o, 

d'où 

X 

1. 
et  de  là 

y=-T 

Ainsi  on  peut  regarder  aussi  la  seconde  expression  de  y  comme  une 
valeur  singulière  du  terme  général;  mais,  comme  elle  conserve  la  con- 
stante b  tant  que  les  différences  i  sont  finies,  il  est  clair  qu'elle  a  la 
même  généralité  que  la  première,  en  sorte  qu'on  peut  supposer  que  la 
valeur  de  y  soit  donnée  lorsque  x=^  o,  ce  qui  n'a  pas  lieu  pour  les 
valeurs  singulières  des  équations  primitives  ordinaires. 

Feu  Charles,  de  l'Académie  des  Sciences,  est  le  premier  qui  ait  fait 
cette  remarque  importante,  qu'à  une  même  équation  aux  différences 
finies  peuvent  répondre  deux  équations  intégrales  ou  sans  différences. 
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ayant  chacune  une  constante  arbitraire.  [Voyez  les  Mémoires  de  cette 
Académie  pour  l'année  1783.) 

Mais  les  conséquences  qu'il  a  voulu  en  tirer  dans  la  suite  (Mémoire 
de  1788),  relativement  aux  intégrales  des  équations  différentielles, 
sont  tout  à  fait  illusoires;  elles  prouvent  seulement  qu'on  ne  peut  pas 
appliquer  immédiatement  à  l'infiniment  petit  proprement  dit  les  résul- 
tats trouvés  dans  la  supposition  du  fini,  et  que,  dans  le  passage  du  fini 
à  l'infiniment  petit,  il  faut  supprimer  entièrement  tous  les  termes  qui 
peuvent  contenir  l'infiniment  petit,  quoique  ces  termes  puissent  n'être 
pas  eux-mêmes  infiniment  petits. 

Ainsi,  dans  la  formule 


,=[M-„î-iJ-f 


le  terme  è(—  i)'  ne  devient  pas  infiniment  petit  par  la  supposition 
de  i  infiniment  petit;  néanmoins,  ce  terme  contenant  la  différence  i, 
qui  devient  infiniment  petite  dans  l'équation  différentielle,  doit  être 
supprimé  pour  avoir  un  résultat  exact.  En  effet,  en  effaçant  tout  ce 
qui  contient  i  dans  l'équation  précédente,  on  a  simplement 


X- 


r=-r 

comme  cela  doit  être  pour  satisfaire  à  l'équation  dérivée. 

La  raison  en  est  que,  dans  le  passage  supposé  du  fini  à  l'infiniment 

petit,  les  fonctions  changent  réellement  de  nature,  et  que  le  -^5  qu'on 

emploie  dans  le  Calcul  différentiel,  est  essentiellement  une  fonction 
différente  de  la  fonction  y,  tandis  que  tant  que  la  différence  dx  a  une 
valeur  quelconque,  aussi  petite  qu'on  voudra,  cette  quantité  n'est  que 
la  différence  de  deux  fonctions  de  la  même  forme;  d'où  l'on  voit  que, 
si  le  passage  du  fini  à  l'infiniment  petit  peut  être  admis  comme  moyen 
mécanique  de  calcul,  il  ne  peut  servir  à  faire  connaître  la  nature  des 
équations  différentielles,  qui  consiste  en  ce  qu'elles  donnent  des  rap- 
ports entre  les  fonctions  primitives  et  leurs  dérivées. 
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On  peut  trouver  d'une  autre  manière  les  mêmes  expressions  de  r  qui 
satisfont  à  l'équation  aux  difTérences 


r- 


X  Ay       Ay 


i  t 


ri 


En  prenant  l'équation  successive  qui  répond  à  a*  +  /,  on  a  aussi 

'        (x-i-i)  Ay        Ar- 

mais 

j  =  j  +  Aj,         Aj  =  Aj  +  A-y\ 

donc,  retranchant  la  première  équation  de  la  seconde,  on  aura 

Ar  =  X  —/-  +  Ar  -t-  A-r  -\ ■' ■„        H rf-, 

savoir,  en  multipliant  par  /  et  réduisant, 

équation  qui  se  décompose,  comme  l'on  voit,  en  deux, 

.^  .      îAr+A-r 

A^r=o        el        X -h  i -\ '■ — ■. ^=o. 

La  première  donne  tout  de  suite 

Aj  =  à  une  constante; 
faisant  cette  constante  =  ai,  on  obtiendra 

Af:=  ai; 

substituant  cette  valeur  dans  l'équation  aux  différences,  on  aura,  comme 

plus  haut, 

yz=  ax  -f-  a-. 

Retenons  maintenant  la  supposition 

Ar  —  ai. 


DES  FONCTIONS.  281 

mais  en  regardant  a  comme  une  variable  dépendante  de  a:;  on  aura 

Aj=:  ai         et         A- j  r=^  [n  —  a)  i ; 
donc  l'autre  équation  deviendra 

X  4-  /+  «  -h  rt  =  o, 

qui  est  la  même  que  nous  avons  trouvée  plus  haut,  et  d'où  nous  avons 
tiré 

On  aura  donc 

et,  comme  l'équation  aux  différences  peut  se  mettre  sous  la  forme 

'x     Ar\-     x"^ 
,2       i  I       4  ' 

la  substitution  de  cette  valeur  de  Ay  donnera 

comme  plus  haut. 

Cette  manière  de  trouver  la  seconde  expression  de  y  revient  à  la 
méthode  que  nous  avons  exposée  dans  la  Leçon  XVI,  pour  les  équa- 
tions primitives  singulières. 

En  supposant  i  infiniment  petit,  les  valeurs  de  a  et  a,  qui  répondent 
à  a?  et  a?  H-  /,  ne  doivent  différer  l'une  de  l'autre  que  d'une  quantité  in- 
finiment petite;  par  conséquent,  par  le  principe  des  infiniment  petits, 
l'équation 

se  réduit  à 

2a  +  X  =  o, 

ce  qui  donne 

X 
2 

X.  36 
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d'oLi  l'on  tire 

—  _  ^ 

comme  dans  le  cas  de 

6  =  0. 

En  effet,  l'expression  de  a 

Ll  ■   f  •^  ' 

^  9.  4 

donne,  relativement  k  x  ■+  i, 

«=-»— I      — 7' 

■2.  :\ 

où  l'on  voit  que,  dans  le  cas  de  i  infiniment  petit,  la  différence  entre  a 
et  a  demeure  finie  tant  que  la  constante  h  n'est  pas  nulle. 
En  général,  soit 

l'équation  par  laquelle  le  terme  général  y  est  déterminé  en  fonction 
de  X,  a  étant  une  constante  quelconque. 

Cette  équation  est  censée  avoir  lieu  également  pour  les  termes  suc- 
cessifs y,  j,  ...,  qui  répondent  aux  valeurs  successives  x-{-i,  x-\--2i,  ... 

de  x;  ainsi  on  aura 

V[x-^  i,y-,a]  —  o, 

et  l'on  pourra,  par  la  combinaison  de  ces  deux  équations,  éliminer  la 
constante  a. 

On  aura,  de  cette  manière,  une  équation  sans  a,  mais  qui  sera  en  x, 
y  et  r;  et,  si  à  la  place  de  y  on  substitue  y  +  Ay,  l'équation  sera  en 
X,  y  et  Ay;  ce  sera  alors  proprement  une  équation  aux  différences 
premières. 

De  même,  si  l'équation  du  terme  général  renferme  deux  constantes 

a  et  h,  comme 

¥[x,y,a,b)  =  o, 

on  pourra  faire  évanouir  ces  deux  constantes  par  le  moyen  des  deux 
équations,  successives 

F(.r  +  i,y,  a,  b)  z=  o,         F(^  +  li,^,  a,  h]  7::=  o. 


I 


DES  FONCTIONS.  283 

'  " 

L'équation  résultante  sera  alors  entre  x,  y,  y  et  y,  ou  bien  entre 

les  quantités  x,   y,   Ay  et  A- y,   en  substituant  j  +  A j  pour  y,  el 

y-l-2Ay  +  A-7  pour  j;  ce  sera  donc  une  équation  aux  différences 

secondes,  et  ainsi  de  suite. 

Donc,  réciproquement,  toute  équation  aux  différences  premières,  ou 
entre  deux  termes  successifs,  comportera  une  constante  arbitraire  dans 
l'équation  du  terme  général;  toute  équation  aux  différences  secondes, 
ou  entre  trois  termes  successifs,  comportera  deux  constantes  arbitraires 
dans  l'équation  du  terme  général,  et  ainsi  de  suite. 

On  peut,  en  effet,  se  convaincre  que  cela  doit  être,  par  la  nature 
même  de  ces  équations. 

Considérons,  par  exemple,  une  équation  quelconque  aux  différences 
premières  entre  x,  y  et  y,  et  supposons  qu'ayant  tiré  la  valeur  de  y  on 
ait 

Comme  la  même  équation  doit  avoir  lieu  dans  toute  l'étendue  de  la 
série,  en  faisant  successivement 

X  ^=o,  i,   ni,  3i,    .  .  . , 


I 


la  variable  y  deviendra/,  y,  y,  y,  . . .,  et  j  deviendra  en  même  temps 

12       3        4 

y,  y,  y,  y, 

Ainsi  l'équation  proposée  donnera  cette  suite  d'équations 

j=/(o.r).      r=f{i,r)'      r=f[-^i^r)^ 

Donc,  substituant  successivement  les  valeurs  précédentes,  tous  les 
termes  y,  y,  y,  . . .  seront  donnés  par  le  premier  terme  y,  et  un  terme 

0 

quelconque  y,  répondant  à  x,  sera  donné  en  x  et  y. 

Ainsi  l'expression  du  terme  général  contiendra  nécessairement  la 

...  .  " 

valeur  arbitraire  et  constante  du  premier  terme  y. 

Si  l'équation  proposée  était  aux  différences  secondes  ou  entre  les 

termes  successifs  y,  y,  y,  on  pourrait  en  tirer  la  valeur  de  y,  et  l'on 


28k 

aurait 


LEÇONS  SUR  LE  CALCUL 


Donc,  faisant  successivement 

o,  i,  o.i,  2>i,    . 


X 


on  aurait 

j=/(o,r,r),      y^f[ur,r],     r^f[-^ur,r],      •••; 

de  sorte  qu'en  substituant  toujours  les  valeurs  précédentes  on  aurait 

2      a      1  0  1^ 

les  termes  J,  /,  J,  •  •  •  donnés  en  y  et  j;  par  conséquent  le  terme  gé- 

0  1  0  1 

néral  y  répondant  à  x  serait  exprimé  en  x,  y  et  y,  dans  lequel  y  et  y 
ont  des  valeurs  arbitraires  et  constantes. 

Et  ainsi  pour  les  équations  aux  différences  plus  hautes. 

On  voit  par  là  que  le  nombre  de  constantes  arbitraires  qui  doivent 
entrer  dans  l'expression  complète  du  terme  général  est  nécessairement 
égal  à  l'exposant  de  la  plus  haute  différence  qui  entre  dans  l'équation 
proposée;  d'où  l'on  doit  conclure  que  toute  expression  du  terme  géné- 
ral qui  satisfera  à  une  équation  aux  différences,  et  qui  aura  autant  de 
constantes  arbitraires  que  cette  équation  en  admet  en  raison  de  l'ordre 
de  ces  différences,  devra  être  regardée  comme  complète,  de  quelque 
manière  qu'on  y  soit  parvenu. 

Mais  la  même  équation  pourra  encore  être  susceptible  d'une  autre 
expression  générale,  qui  répondra  à  l'équation  primitive  singulière,  et 
qu'on  pourra  trouver  par  les  mêmes  principes. 

Car,  si 

Y[x,y,a]  =  o 

est  l'équation  qui  donne  l'expression  générale  de  y  en  x  avec  la  con- 
stante arbitraire  a,  on  aura  l'équation  entre  les  termes  successifs  y 
et  y,  ou  y  et  y  -h  Aj,  en  éliminant  a  des  deux  équations 

et  le  résultat  de  cette  élimination,  qui  sera  l'équation  aux  différences, 
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sera  la  même,  soit  que  la  quantité  a  soit  une  constante  ou  une  quantité 
dépendante  de  œ,  pourvu  que,  dans  ce  cas,  elle  soit  telle  que  l'on  ait 

F(^-l-  i,y,  a)  =  F(^  +  i,y,a]. 

Cette  équation,  étant  délivrée  des  fractions  et  des  radicaux,  sera  tou- 
jours  divisible  par  a  —  a,  puisqu'en  effet  a  ^  a  satisfait;  et  il  est  clair 
que  cette  racine  donne  a  égal  à  une  constante,  comme  on  l'avait  sup- 
posé d'abord. 

Si  l'équation  ne  contient  les  quantités  «  et  a  qu'à  la  première  dimen- 
sion, le  résultat  de  la  division  ne  contiendra  plus  ces  quantités;  ainsi 


a  —  a^o 


sera  la  seule  racine,  et  il  n'y  aura  alors  qu'une  seule  expression  du 
terme  général. 

Mais,  si  ces  mêmes  quantités  forment  plusieurs  dimensions  dans 
l'équation  dont  il  s'agit,  elles  s'y  trouveront  encore  après  la  division 
par  «  —  a,  et  l'on  aura  une  nouvelle  équation  entre  a  et  a,  qui  sera, 
par  conséquent,  aux  différences  premières  par  rapport  à  la  variable  a, 
et  qui  pourra  donner  encore  une  ou  plusieurs  valeurs  de  a  avec  de 
nouvelles  constantes  arbitraires.  C'est  le  cas  de  l'équation  que  nous 
avons  considérée  ci-dessus. 

En  regardant  a  comme  une  fonction  de  x,  a  qui  répond  k  œ  -\-  i  de- 
viendra, par  le  développement, 

a=:  a  -h  m  -\ a   +  .  .  . , 

et  la  fonction  Y[.r,y,a)  deviendra  aussi 

F(x,j,  «)  +  /«'  F(«)  +  .  ..; 

par  conséquent,  l'équation  en  a  et  a  deviendra 

ia'  F'(rt)  H-.  .  .=:  o. 

Lorsque  i  devient  infiniment  petit,  les  termes  qui  contiennent  /-. 
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i\  . . .  devant  être  négligés  vis-à-vis  de  ceux  qui  ne  contiennent  que  i, 
l'équation  précédente  se  réduit  à 

ia'F[a)  =  o, 

laquelle  donne 

o'  ^=  o 

et,  par  conséquent,  a  constante,  ou 

d'où  l'on  tire  a  en  fonction  de  x;  c'est  le  cas  des  équations  primitives 
singulières. 

Dans  ce  cas  donc,  l'expression  de  a  ne  peut  plus  contenir  de  con- 
stante arbitraire  ni  dépendre  de  la  quantité  /;  par  conséquent,  il  faut 
que  les  termes  qui  renfermeraient  i  dans  l'expression  générale  de  a, 
tirée  de  l'équation  en  a  et  a,  disparaissent  absolument  dans  le  cas  de  i 
infiniment  petit,  quand  même  ces  termes  ne  deviendraient  pas  alors 
infiniment  petits,  comme  nous  l'avons  vu  dans  l'exemple  précédent. 

La  plupart  des  formules  qu'on  a  trouvées  par  la  considération  des 
différences  finies,  et  qu'on  a  ensuite  traduites  en  Calcul  différentiel, 
présentent  des  difficultés  analogues  dans  le  passage  du  fini  à  l'infini- 
ment  petit,  et  qu'on  ne  peut  lever  que  par  le  même  principe  de  rejeter 
indistinctement  des  formules  finies  tous  les  termes  qui  contiendraient 
des  différences  infiniment  petites,  de  quelque  manière  que  ces  diffé- 
rences s'y  trouvent  contenues. 

Ainsi,  par  exemple,  on  a,  en  employant  les  différences  successives, 

I  II  III 

r  —  y+^r,      :)"  =  ;-+2Aj+ A-j,      7=j  +  3A74- 3A2/  + A^j-, 

et,  en  général, 

y  =  y-\-  m  A/  H ^ ùi.-y  H !^ '-^ A^J  H-  ...  ; 

c'est  l'expression  du  terme  /?z'""^'  (jui  répond  au  terme  x-\-mi  de  la 

série  x,  x  -{-  i,  x  -h  ii 

Si  donc  on  fait 
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le  terme  répondant  à  ^4-w  sera,  par  la  substitution  de  -  au  lieu  de  m. 

Ar        to(w  —  i]  A-r       ofo)  —  ?')('»  —  "^i)  A-''r 
r  +  'ji-^^ -^  H ^^ H -~  H- 

•'  l  2  1-  2.6  l^ 

Cette  formule,  donnée  d'abord  par  Newton  à  la  fin  des  Ptincipcr. 
pour  l'interpolation  des  lieux  des  comètes,  a  été  ensuite  appliquée  pai- 
Taylor  au  cas  où,  les  différences  i  devenant  infiniment  petites  et  égales 
à  dx,  les  différences  Ar,  A-j,  . . .  deviennent  dy,  d'-y 

Alors,  en  négligeant  les  termes  /,  '>.i,  3«,  ...  vis-à-vis  de  w,  on  a  I;; 

formule 

dy       (y^-  d-y       w'    </''j 

dx        2    dx-        2 . 3  dx-'^       '  '  '  ' 


r  +  w 


qui  exprime  la  valeur  de  ce  que  devient  y  lorscjue  x  devient  x  -h  m. 

C'est  la  formule  connue  sous  le  nom  de  théorème  de  Taylor. 

Cependant,  comme  les  coefficients  de  i  dans  les  facteurs  successifs 
de  la  première  formule  vont  en  augmentant  continuellement,  il  est 
visible  que,  quelque  petit  que  soit  i,  il  se  trouvera  à  la  fin  multiplié 
par  un  coefficient  si  grand,  que  sa  valeur  pourra  devenir  comparable  ;» 
celle  de  co,  et  ne  pourra  plus  être,  sans  erreur,  négligée  vis-à-vis  de 
celle-ci.  Mais  la  suppression  de  tous  les  multiples  de  i,  quelque  grands 

qu'ils  soient,  est  néanmoins  commandée  par  la  nature  de  la  chose,  afin 

1  •   ,     Ar    A-r  ,, .  •     ,  i        i-r»-' 

que  les  quantités  -^,  -^^  •••  cessent  d  être  exprimées  par  les  difie- 

rences  finies  des  quantités  y,  y,  y,  ...,  qui  sont  des  fonctions  sem- 
blables de  X,  x-hi,  .r  +  21',  ...,  et  deviennent  simplement  les  fonc- 
tions dérivées  y',  y",  ...  de  la  même  fonction  >-. 

En  effet,  la  quantité  y  étant  regardée  comme  une  fonction  de  .r,  la 
formule  dont  il  s'agit  doit  donner  la  même  fonction  de  x  -+-  to,  et  nous 
avons  démontré,  d'une  manière  directe  et  rigoureuse,  que  cette  fonc- 
tion, développée  suivant  les  puissances  de  w,  est  exactement  égale  à  la 
série 

La  formule  des  sinus  des  arcs  multiples  s'applique  de  la  même  ma- 
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iiièro  au  développement  des  sinus  par  l'arc  et  est  sujette  aux  mêmes 
difficultés. 

En  effet,  on  a,  comme  on  l'a  vu  dans  la  Leçon  X, 

m  [m  —  I  )  (  m  —  i] 

smm^  =  m  cos"'~'^' sino: ! '-^ — ^cos'""^^  sm^x 

■1.6 

mim  —  \]{m  —  '?.](m  —  3 )  (' «?  —  4 ) 
2.3.4.0 

Supposons  X  infiniment  petit  et  m  infini,  en  sorte  que  mx  ait  une 
valeur  finie  s;  donc  //z  =  -  5  et  les  coefficients 


m, 


X 

m  [m  —  I )  ( '"  —  '0        m{m  —  i ]  ( /w  —  et.)  [m  —  3 )  ( m  —  4 ! 


2.3  2.3.4.5 


deviendront,  en  rejetant  vis-à-vis  de  z  tous  les  multiples  de  œ,  quelque 
grands  qu'ils  puissent  être, 


Z" 


X       2.3.r^        2.3.4.5.r'' 

D'un  autre  côté  sinj:-  se  réduit  à  x,  et  cosa?  à  i;  donc,  faisant  ces 
substitutions,  on  a 

sin:;  =  Z  — 


2.3       2.3.4  5       ■■■' 

formule  exacte  et  rigoureuse,  comme  nous  l'avons  trouvé  par  les  mé- 
thodes directes. 

Ce  n'est  pas  seulement  dans  le  passage  des  différences  finies  aux  dif- 
férentielles que  les  fonctions  changent  de  forme  ;  cela  a  lieu  aussi  dans 
plusieurs  autres  circonstances,  et  nous  allons  faire  voir,  par  différents 
exemples,  que  l'analyse  indique  toujours  et  opère  ce  changement  par 
des  expressions  qui  deviennent  alors  zéro  divisé  par  zéro. 

Considérons  d'abord  la  différentielle  df[x).  Suivant  les  principes 
rigoureux  du  Calcul  des  différences,  on  a 

df[x]=--f[x-^dx]-f[x) 

et,  par  conséquent, 

df[x)  _  f{x-^dx)-f[x] 
dx  dx 
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Cette  valeur  de  -^ — -  devient  -  lorsque  dx  =  o;  pour  savoir  ce 

qu'elle  doit  être  dans  ce  cas-là,  on  suivra  la  règle  exposée  à  la  fin  de  la 
Leçon  VIII,  et  que  nous  avons  déduite  de  principes  indépendants  du 
Calcul  différentiel. 

On  prendra  donc  les  fonctions  dérivées  du  numérateur  et  du  déno- 
minateur relatives  à  la  variable  dx,  et  l'on  y  fera  ensuite 

dx  =  o. 

On  aura  ainsi  /'(a?  h-  dx),  et,  faisant  dx  =.  o,  on  trouvera /'(^)  pour 

,        ,         ]    d  f{x]    , 

la  valeur  de  -^ — ?  lorsque 

dx  =  o . 

Cette  valeur  est,  comme  l'on  voit,  la  même  que  celle  que  donne 
le  Calcul  différentiel,  comme  nous  l'avons  observé  à  la  fin  de  la  Le- 
çon II. 

Si  l'on  considère  de  même  les  différences  secondes,  on  a  d'abord 
rigoureusement 

d-  f{x)  =f[x  +  idx)  —  'i.f[x  +  dx]  -\- f{x]; 

donc 

d'^ f[x)  f[x  +  7dx]  —  ifix  +  dx)  +/(.r] 

dx'^  dx'^ 

En  faisant 

dx  =  o, 

cette  valeur  de  — j-^  devient  -;  on  prendra  donc  alors  les  fonctions 
dx-  o  ' 

dérivées  du  numérateur  et  du  dénominateur  relativement  à  la  variable 

dx,  ce  qui  donnera 

f'[x  -\-  -idx)  —f'{x  -+-  dx) 


dx 
Cette  expression  devient  de  nouveau  ->  lorsqu'on  y  fait 

dx  =  O; 

c'est  pourquoi  il  faudra  prendre  encore  les  fonctions  dérivées  du  numé- 
rateur et  du  dénominateur  relativement  à  la  même  variable  dx-,  on 
X.  37 
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aura 

■2.f"[x  +  ndx)  —f"[x  +  dx]. 

En  faisant  ici 

dx  =  o, 

on  a  enfin /"(^)  pour  la  valeur  de       /  .^     ?  lorsque 

dx  =  o. 

C'est,  en  effet,  la  valeur  de  la  différentielle  seconde  de/{x),  divisée 
par  dx^. 

On  doit  conclure  de  là,  en  général,  que  les  expressions  -j-  ■,  y-^,  ?  •  •  •  > 

employées  dans  le  Calcul  différentiel,  ne  peuvent  être  prises  que  pour 
des  symboles  des  fonctions  dérivées  j',  y", 

Nous  avons  observé  plus  baut  que  Taylor  n'était  parvenu  à  la  foi'- 
mule  qui  porte  son  nom  que  d'une  manière  peu  exacte.  On  peut,  par 
les  principes  précédents,  donner  à  son  procédé  toute  la  rigueur  que 
l'Analyse  exige. 

Si,  dans  la  formule  générale  d'interpolation  donnée  ci-dessus,  on  fait 

y=f[x], 

elle  devient 

„,  N       /.,    \  ^  f{^)        oi{o}  — i)  A- fix) 

f{x  -hO))—f{x)  -+-  0)      ''  .  +   ■— 4:^ — -' 


l  2  l- 

&)  (  W  —  J  )  (  W  —  2  /  )    A^  f{x] 


H-, 


2.3  r' 

dans  laquelle 

A-/(-^)  =/(^  +  2i)-  if{x  +  /)  +f[x). 

Cette  formule  est  générale,  quel  que  soit  i;  mais,  en  faisant 

i  =  o, 

les  valeurs  des  expressions  -^ — --,  — ^4-^ — -■,•  •  •  deviennent  -• 

Or  ces  expressions  sont  les  mêmes  que  celles  que  nous  avons  consi- 
dérées ci-dessus,  en  cbangeant  A  en  d,  et  i  en  dcc. 
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Ainsi  elles  deviennent/'(it),/"(^),  . . .  dans  le  cas  de 

/=  o. 
On  a  donc  alors 


f[x  +  .,)  =f{x]  +  co/»  +  ^/"(x 


comme  nous  l'avons  trouvé  dans  la  Leçon  deuxième,  d'une  manière 
rigoureuse  et  directe. 

On  peut  conclure  de  ce  que  nous  venons  d'exposer  que  ceux  qui, 
d'après  Euler,  regardent  les  différentielles  comme  de  véritables  zéros, 
et,  par  conséquent,  leur  rapport  comme  celui  de  zéro  à  zéro,  sont  dans 
toute  la  rigueur  de  l'Analyse,  parce  qu'une  fonction  qui  satisfait  en 
général  aux  conditions  d'une  question  ne  saurait  changer  de  forme 

pour  un  cas  particulier,  qu'en  passant  par  l'état  de  -;  comme  on  peut 

le  prouver  par  plusieurs  exemples. 

On  sait  que  la  somme  des  n  premiers  termes  de  la  progression  géo- 
métrique 

i  -h  a  -h  a--\-  a^  -h  ■  ■  . 


■     ,  I  —  a" 

est  exprimée  par  —-^ — 

En  regardant  cette  expression  comme  une  fonction  de  n,  on  voit  que 
cette  fonction  est  de  la  forme  exponentielle. 
Cependant,  lorsque 

a  =r  I  , 

la  série  devient 

1  +  I  4-1  +.  .  ., 

et  la  somme  de  n  termes  est  n. 

Ainsi,  dans  ce  cas,  il  faut  que  la  fonction  exponentielle  change  de 
forme  et  devienne  une  simple  fonction  algébrique,  ce  qui  ne  peut  se 
faire  que  par  une  espèce  de  saut  que  l'Analyse  indique  alors  par  l'ex- 
pression -• 

En  effet,  en  faisant 
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la  formule devient  -;  pour  en  trouver  la  valeur,  il  faut  prendre 

i  —  a  o    1  '■ 

les  fonctions  dérivées  du  numérateur  et  du  dénominateur  relativement 
à  la  variable  a,  ce  qui  donne  na"~*  et  par  conséquent  n,  en  faisant 

a  =3 1. 

La  fonction  primitive  de  x",  ou  l'intégrale  de  x"dx,  est,  en  général, 


n  H-  1 

Pour  qu'elle  commence  au  point  où 

il  faut  en  retrancher  la  constante 1  et  l'on  a  alors  la  fonction 

n  +  I 


n  ■+-  I 

Cette  fonction  de  œ  est  toujours  algébrique;  mais,  dans  le  cas  où 


elle  devient  -■>  ce  qui  indique  qu'elle  doit  alors  changer  de  forme. 

Pour  trouver  la  nouvelle  fonction,  on  prendra  les  fonctions  dérivées 
du  numérateur  et  du  dénominateur  de  l'expression  précédente  relative- 
ment à  la  variable  n;  on  aura  ainsi,  par  les  formules  données  dans  la 

Leçon  IV, 

x"+'  Ix  —  rt«+'  la. 

En  faisant 

n=z  —  I, 

ÛC  •  •  •  I 

on  di  Ix  —  la  ou  /—  pour  la  fonction  primitive  de  —  >  comme  on  l'a 

trouvé  dans  la  même  Leçon  par  d'autres  principes. 
La  série 

[n  —  I ]  ( 'i  —  2 )  „       .    „ 

,cos"~'a:  sin,r  —  ^ —^ '-cos""^^  sin^^ 

■2.3 

2.3.4.0 
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Cl  ri  ïï  <y» 

est  représentée  généralement  par  la  fonction  en  sinus 5  comme 

on  le  voit  par  la  formule  rapportée  plus  haut. 
Cette  fonction  devient  -  lorsque 


n  =  o, 
auquel  cas  la  série  se  réduit  à 

cos^       3coS''^       5cos'^ 

Cela  indique  que  la  fonction  doit  changer  de  forme  dans  ce  cas;  en 
effet,  si  l'on  prend,  suivant  la  règle,  les  fonctions  dérivées  du  numéra- 
teur et  du  dénominateur,  relativement  à  la  variable  n,  la  fonction  de- 
vient xcosnoc  et  se  réduit  à  la  fonction  circulaire  x,  en  faisant 

n  =  o. 

C'est,  comme  l'on  sait,  la  valeur  rigoureuse  de  la  série 

I        ,         I 
lang^  —  ^  lang-'  x  -{-  ■=  tang'  x  — .... 

On  voit  clairement,  par  ces  différents  exemples,  qu'il  serait  aisé 

de  multiplier  s'il  était  nécessaire,  que  l'expression  -  est  toujours  le 

symptôme  d'un  changement  de  fonction,  ce  qu'il  me  semble  qu'on 
n'avait  pas  encore  remarqué. 

C'est  par  les  principes  exposés  dans  cette  Leçon  qu'on  peut  résoudre, 
d'une  manière  satisfaisante,  les  difficultés  qu'on  a  toujours  rencontrées 
lorsqu'on  a  voulu  appliquer  à  un  nombre  infini  d'éléments  les  formules 
qu'on  avait  trouvées  pour  un  nombre  fini  quelconque.  Le  fameux  pro- 
blème des  cordes  vibrantes  en  fournit  un  exemple  remarquable,  et  l'on 
peut  voir,  dans  les  Opuscules  mathémaùques  (t.  I  et  IV),  les  objections 
que  d'Alembert  a  faites  contre  la  solution  de  ce  problème,  donnée  dans 
le  premier  Volume  des  Mémoires  de  l'Académie  de  Turin  ('),  et  déduite 
de  la  formule  générale  du  mouvement  d'un  fil  chargé  d'un  nombre  quel- 
conque de  poids,  en  supposant  ce  nombre  infini  et  chaque  poids  infini- 

(')  OE  livre  s  de  La  grange,  t.  I,  p.  3g. 
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ment  petit.  Dans  la  réponse  à  ces  objections,  qu'on  trouve  dans  le  se- 
cond Volume  des  mêmes  Mémoires  {*  ),  je  me  suis  contenté  de  faire  voir, 
par  l'exactitude  des  résultats,  la  légitimité  des  suppositions  que  j'avais 
employées  dans  le  passage  du  fini  à  l'infini;  mais  la  vraie  métaphy- 
sique de  ces  suppositions  dépend  des  mêmes  principes  que  celle  du 
Calcul  des  infiniment  petits,  sur  laquelle  il  ne  peut  plus  rester  mainte- 
nant d'incertitude  ni  d'obscurité. 

Nous  allons  terminer  cette  Leçon  par  quelques  remarques  sur  l'in- 
vention du  Calcul  différentiel. 

On  peut  regarder  Fermât  comme  le  premier  inventeur  des  nouveaux 
calculs.  Dans  sa  méthode  de  maximis  et  minimis,  il  égale  l'expression 
de  la  quantité  dont  on  recherche  le  maximum  ou  le  minimum  à  l'ex- 
pression de  la  même  quantité,  dans  laquelle  l'inconnue  est  augmentée 
d'une  quantité  indéterminée.  Il  fait  disparaître  dans  cette  équation  les 
radicaux  et  les  fractions  s'il  y  en  a,  et,  après  avoir  effacé  les  termes 
communs  dans  les  deux  membres,  il  divise  tous  les  autres  par  la  quan- 
tité indéterminée  par  laquelle  ils  se  trouvent  multipliés;  ensuite  il  fait 
cette  quantité  nulle,  et  il  a  une  équation  qui  sert  à  déterminer  l'in- 
connue de  la  question.  En  voici  un  exemple  très  simple,  donné  par 
Fermât. 

Soit  proposé  de  diviser  une  ligne  donnée  en  deux  parties,  de  manière 
que  le  rectangle  de  ces  deux  parties  soit  un  maximum. 

Nommant  a  la  longueur  de  la  ligne  donnée  et  x  une  de  ses  parties, 
a  —  X  sera  l'autre,  et  l'expression  dont  on  cherche  le  maximum  sera 
ax  —  x"^.  Ajoutant  la  quantité  arbitraire  e  à  l'inconnue  x,  on  aura 
cette  nouvelle  expression 

a[x  -\-  e)  —  [x  -\-  e)2. 
Egalant  ces  deux  expressions,  on  a  l'équation 
ax  —  x-=ia[x  -h  e)  —  [x  -h  e)-, 
savoir,  en  développant  le  carré  {x  -+-  e)-, 

ax  —  X-  =:  ax  -{-  ae  —  x-  —  ixe  —  e-. 

(')  OEuvres  de  Lagrange,  t.  I,  p.  3 19. 
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Effaçant  de  part  et  d'autre  les  termes  communs  ax  —  œ^,  et  divisant 

les  autres  par  e,  on  a 

a  —  2.x  —  e  =  o, 

OÙ  il  faut  maintenant  supposer  e  nul,  ce  qui  réduit  l'équation  à 

a  —  2^  =  0, 


d'où  l'on  tire 


a 

X  ^  -■, 
2 


ce  qui  montre  que  la  ligne  donnée  doit  être  partagée  par  le  milieu, 
comme  on  le  sait  d'ailleurs. 

Il  est  facile  de  voir,  au  premier  coup  d'œil,  que  la  règle  déduite  du 
Calcul  différentiel,  qui  consiste  à  égaler  à  zéro  la  différentielle  de  l'ex- 
pression qu'on  veut  rendre  un  maximum  ou  un  minimum,  prise  en 
faisant  varier  l'inconnue  de  cette  expression,  donne  le  même  résultat, 
parce  que  le  fond  est  le  même,  et  que  les  termes  qu'on  néglige  comme 
infiniment  petits  dans  le  Calcul  différentiel  sont  ceux  qu'on  doit  sup- 
primer comme  nuls  dans  la  méthode  de  Fermât. 

Sa  méthode  des  tangentes  dépend  du  même  principe.  Dans  l'équa- 
tion entre  l'abscisse  et  l'ordonnée,  que  Fermât  appelle  la  propriété 
spécifique  de  la  courbe,  il  augmente  ou  diminue  l'abscisse  d'une  quan- 
tité indéterminée,  et  il  regarde  la  nouvelle  ordonnée  comme  apparte- 
nant à  la  fois  à  la  courbe  et  à  la  tangente,  ce  qui  fournit  une  équation 
qu'il  traite  comme  celle  de  la  méthode  de  maximis  et  minirnis. 

Ainsi,  X  étant  l'abscisse  et  j  l'ordonnée,  si  t  est  la  sous-tangente  au 
point  de  la  courbe  qui  répond  à  a?  et  j,  il  est  facile  de  voir  que  les 

triangles  semblables  donnent  ^-^ — —  pour  l'ordonnée  à  la  tangente, 

relativement  à  l'abscisse  x  -\-  e,  et  cette  ordonnée  doit  être  égalée  à 
celle  de  la  courbe  pour  la  même  abscisse  x  -+-  e.  On  aura  donc  l'équa- 
tion dont  il  s'agit  en  mettant  dans  l'équation  de  la  courbe  .r  +  ^  à  la 

place  de  X ,  ci  y  -\-  ~-  "k  la  place  de  y.  Cette  équation,  après  les  réduc- 
tions, sera  donc  divisible  par  e;  on  divisera  donc  tous  les  termes  par  e. 
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et  l'on  supprimera  ensuite  comme  nuls  tous  ceux  où  l'indéterminée  e  se 
trouvera,  parce  qu'on  doit  supposer  cette  indéterminée  nulle.  L'équa- 
tion restante  donnera  la  valeur  de  z  en  a;  et  y. 

Ainsi,  dans  la  parabole,  par  exemple,  dont  l'équation  est 


j2  —  aX  =:  O, 


en  mettant  j  +  —  à  la  place  de  j,  et  a?  +  e  à  la  place  de  x,  l'équa- 
tion devient 


Mais 

72  — «. 


ax  —  ae=  o. 


donc,  effaçant  ces  ternies  et  divisant  les  autres  par  e,  on  aura 


y-e 


et,  effaçant  encore  le  terme  ^-r^»  qui  s'évanouit  en  faisant  e  nul,  on 


aura  simplemen 

itr 

équation 

t 

—  a  : 

=  0, 

d'où  l'on  tire 

t  = 

2j2_ 

=  -ÎX. 

On  voit  encore  ici  l'analogie  de  la  méthode  de  Fermât  avec  celle  du 
Calcul  différentiel;  car  la  quantité  indéterminée  dont  on  augmente 

l'abscisse  a;  répond  à  la  différentielle  dx,  et  la  quantité  ^5  qui  est 

l'augmentation  correspondante  de  y,  répond  à  sa  différentielle  dy. 

Et  il  est  même  remarquable  que,  dans  l'écrit  qui  contient  la  décou- 
verte du  Calcul  différentiel,  imprimé  dans  les  Actes  de  Leipzig  du  mois 
d'octobre  1684,  sous  le  titre  :  Noi^a  methodus  pro  maximis  et  mini- 
mis,  etc.,  Leibnitz  appelle  dy  une  ligne  qui  soit  à  la  ligne  arbitraire  dx 
comme  l'ordonnée  y  à  la  sous-tangente,  ce  qui  rapproche  l'analyse  de 
Leibnitz  de  celle  de  Fermât. 
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On  voit  que  Fermât  a  ouvert  la  carrière  par  une  idée  très  originale, 
mais  un  peu  obscure,  qui  consiste  à  introduire  dans  l'équation  une 
indéterminée  qui  doit  être  nulle  par  la  nature  de  la  question,  mais 
qu'on  ne  fait  évanouir  qu'après  avoir  divisé  toute  l'équation  par  cette 
même  quantité. 

Cette  idée  est  devenue  le  germe  des  nouveaux  calculs  qui  ont  fait 
faire  tant  de  progrès,  à  la  Géométrie  et  à  la  Mécanique;  mais  on  peut 
dire  qu'elle  a  porté  aussi  son  obscurité  sur  les  principes  de  ces  calculs. 

Maintenant  qu'on  a  une  métaphysique  bien  claire  de  ces  principes, 
on  voit  que  la  quantité  indéterminée  que  Fermât  ajoutait  à  l'inconnue 
ne  servait  qu'à  former  la  fonction  dérivée  qui  doit  être  nulle  dans  le 
cas  du  maximum  ou  minimum,  et  qui  sert  en  général  à  déterminer  la 
position  des  tangentes  des  courbes. 

Mais  les  géomètres  contemporains  de  Fermât  ne  saisirent  point  l'es- 
prit de  ce  nouveau  genre  de  calcul;  ils  ne  le  regardèrent  que  comme 
un  artifice  particulier,  applicable  seulement  à  quelques  cas  et  sujet  à 
beaucoup  de  difficultés.  On  peut  voir,  dans  le  troisième  Tome  des 
Lettres  de  Descartes,  sa  longue  dispute  avec  Fermât  sur  ce  sujet.  Aussi 
cette  invention,  qui  avait  paru  un  peu  avant  la  Géométrie  de  Descartes, 
demeura-t-elle  stérile  et  presque  dans  l'oubli  pendant  près  de  quarante 
ans;  car,  si  l'on  excepte  la  règle  de  Sluze  pour  trouver  les  tangentes, 
qui  paraît  déduite  de  la  méthode  de  Fermât,  et  la  méthode  donnée  par 
Wallis  pour  le  même  objet,  laquelle  n'est  que  celle  de  Fermât  présen- 
tée d'une  manière  moins  abstraite,  cet  espace  de  temps  n'oifre  rien  qui 
ait  rapport  à  la  découverte  de  Fermât. 

Enfin  Barrow  imagina  de  substituer  aux  quantités  qui  doivent  être 
supposées  nulles,  suivant  Fermât,  des  quantités  réelles,  mais  infini- 
ment petites,  et  il  donna  en  1674  sa  Méthode  des  tangentes,  qui  n'est 
que  la  construction  de  celle  de  Fermât,  par  le  moyen  du  triangle  infi- 
niment petit,  formé  des  côtés  e  et  -^5  et  du  côté  infiniment  petit  de  la 

courbe,  regardée  comme  un  polygone.  Il  donna  ainsi  naissance  au  sys- 
tème des  infiniment  petits  et  au  Calcul  diff'érentiel.  Mais  ce  calcul 

X.  38 
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n'était  encore  qu'ébauché,  car  il  ne  s'appliquait  qu'aux  expressions 
rationnelles,  et  exigeait  le  développement  des  termes,  pour  qu'on  pût 
négliger  ceux  qui  contiendraient  le  carré  et  les  puissances  supérieures 
des  quantités  infiniment  petites. 

Il  restait  donc  à  trouver  un  algorithme  simple  et  général,  applicable 
à  toutes  sortes  d'expressions,  par  lequel  on  pût  passer,  directement  et 
sans  aucune  réduction,  des  formules  algébriques  à  leurs  différentielles. 
C'est  ce  que  Leibnitz  a  donné  dix  ans  après  dans  l'écrit  cité  ci-dessus, 
qui  renferme  les  éléments  du  Calcul  différentiel  proprement  dit.  11 
parait  que  Newton  était  parvenu,  dans  le  même  temps,  ou  un  peu 
auparavant,  aux  mêmes  abrégés  de  calcul  pour  les  différentiations. 
Mais  c'est  dans  la  formation  des  équations  différentielles  et  dans  leur 
intégration  que  consiste  le  grand  mérite  et  la  force  principale  des  nou- 
veaux calculs;  et,  sur  ce  point,  il  me  semble  que  la  gloire  de  l'inven- 
tion est  presque  uniquement  due  à  Leibnitz  et  surtout  aux  Bernoulli. 

Mais,  tandis  que  cet  édifice  s'élevait  à  une  hauteur  immense,  l'entrée 
en  demeurait  toujours  mal  éclairée.  L'emploi  de  quantités  qui  doivent 
s'évanouir  d'elles-mêmes,  ou  qui  doivent  être  négligées  en  raison  de 
leur  petitesse,  n'offre  à  l'esprit  des  commençants  que  des  idées  peu 
satisfaisantes  et,  par  conséquent,  peu  propres  à  servir  de  base  à  la 
partie  la  plus  importante  des  Mathématiques.  Pour  lever  tous  les  scru- 
pules et  dissiper  tous  les  nuages,  il  ne  faut  rien  faire  évanouir  ni  rien 
négliger;  c'est  ce  qu'on  obtient  par  la  considération  des  fonctions  déri- 
vées. 
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LEÇON  DIX-NEUVIÈME. 


DES  FONCTIONS  DE  DEUX  OU  PLUSIEURS  VARIABLES;  DE  LEURS  FONCTIONS  DERIVEES. 
NOTATION  ET  FORMATION  DE  CES  FONCTIONS. 


Nous  n'avons  encore  traité  que  des  fonctions  d'une  seule  variable; 
car,  lorsque  nous  avons  considéré  des  fonctions  de  deux  ou  de  plusieurs 
variables,  nous  avons  regardé  ces  variables  elles-mêmes  comme  fonc- 
tions d'une  seule  et  même  variable.  Or,  si  l'on  considère  une  fonction 
de  deux  ou  de  plusieurs  variables  indépendantes,  il  est  clair  que  cette 
fonction  pourra  avoir  différentes  fonctions  dérivées  relatives  aux  diffé- 
rentes variables,  et  qui  naîtront  de  la  fonction  primitive  par  le  simple 
développement,  en  attribuant  à  chaque  variable  un  accroissement  par- 
ticulier. 

Ainsi  le  calcul  des  fonctions  dérivées  relatives  à  une  seule  variable 
conduit  naturellement  à  celui  des  fonctions  dérivées  relatives  à  diffé- 
rentes variables,  lequel  n'est,  comme  l'on  voit,  qu'une  généralisation 
du  premier,  et  dépend  des  mêmes  principes. 

Si  les  inventeurs  du  Calcul  différentiel  l'avaient  regardé  d'abord 
comme  le  calcul  des  fonctions  dérivées,  ils  auraient  été  conduits  natu- 
rellement et  immédiatement  au  calcul  des  fonctions  dérivées  relatives 
à  plusieurs  variables,  et  il  ne  se  serait  pas  passé  un  demi-siècle  entre  la 
découverte  du  Calcul  différentiel  proprement  dit  et  celle  du  calcul  aux 
différences  partielles,  qui  répond  au  calcul  des  fonctions  dérivées  relâ' 
tives  à  différentes  variables.  A  plus  forte  raison,  au  lieu  d'envisager  ce 
dernier  comme  un  nouveau  calcul,  on  l'aurait  seulement  regardé 
comme  une  nouvelle  application  ou  plutôt  comme  une  extension  du 
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Calcul  difTérentiel,  et  l'on  aurait,  dès  le  commencement,  embrassé 
sous  un  même  point  de  vue  et  sous  une  même  dénomination  les  dif- 
férentes branches  du  même  calcul,  qui  ont  été  longtemps  séparées  et 
comme  isolées. 

Soit  d'abord /(ic,  j)  une  fonction  quelconque  de  deux  variables  x 
et  y,  que  nous  regarderons  comme  indépendantes  l'une  de  l'autre.  Si 
dans  cette  fonction  on  substitue  à  la  fois  a;  +  «  à  la  place  de  x,  et 
y  -h  o  à  la  place  de  y,  les  deux  quantités  i  et  o  étant  indéterminées, 
qu'ensuite  on  développe  la  fonction /(a? +  /,  j  + o)  suivant  les  puis- 
sances ascendantes  de  i  et  de  o,  il  est  clair  que  le  premier  terme  sans  i 
ni  o  sera  la  fonction  proposée /(a?,  j),  et  que  les  autres  termes  seront 
de  nouvelles  fonctions  de  x  et  de  y,  multipliées  successivement  par 


/',  o,  i',  io,  o^,  P, 


Ces  fonctions  seront  aussi  dérivées  de  la  fonction  primitive /(x,j), 
et  l'on  trouvera  la  loi  de  leur  dérivation  en  considérant  successivement 
les  dérivées  relatives  à  chacune  des  quantités  i  et  o. 

Pour  cela,  on  commencera  par  supposer  qu'il  n'y  ait  que  la  variable  x 
qui  devienne  x  +  /,  la  variable  y  demeurant  la  même,  et  l'on. dévelop- 
pera la  fonction /(j:-t-  i,y)  comme  une  simple  fonction  de  x.  On  sup- 
posera ensuite  que,  dans  les  fonctions  dérivées  relatives  à  x,  la  va- 
riable y  devienne  j  +  o,  et  l'on  développera  chacune  de  ces  fonctions 
comme  des  fonctions  de  y,  en  regardant  alors  la  variable  x  comme  une 
constante. 

Il  naîtra  ainsi,  du  développement  de  /{x  -]-  i,  y  -\-  o),  différentes 
fonctions  dérivées  de  la  fonction  primitive /( a;,  j),  dont  les  unes  seront 
relatives  à  la  variable  x,  les  autres  seront  relatives  à  la  variable  j,  et 
d'autres  enfin  seront  relatives  en  partie  à  la  variable  x  et  en  partie  à  la 
variable  y,  la  loi  du  développement  étant  toujours  la  même,  mais  appli- 
quée successivement  aux  différentes  variables. 

Mais,  pour  ne  pas  confondre  dans  la  notation  ces  différentes  fonc- 
tions dérivées,  on  pourra  dénoter  les  fonctions  dérivées,  relatives  à  la 
seule  variable  x,  par  des  traits  appliqués,  comme  à  l'ordinaire,  à  la 
caractéristique  de  la  fonction,  et  suivis  d'une  virgule;  les  fonctions 
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dérivées  relatives  à  la  variable  y,  par  des  traits  appliqués  à  la  même 
caractéristique,  mais  précédés  d'une  virgule;  enfin  les  fonctions  déri- 
vées relatives  en  partie  à  la  variable  ce  et  en  partie  à  la  variable  r,  par 
des  traits  séparés  par  une  virgule,  de  manière  que  ceux  qui  précèdent 
la  virgule  se  rapportent  à  la  variable  ^,  et  ceux  qui  la  suivent  se  rap- 
portent à  la  variable  y. 

Cette  notation  conserve  mieux  l'analogie  qui  doit  régner  entre  les 
fonctions  dérivées  et  la  fonction  primitive /(a%  y),  dans  laquelle  la 
virgule  sépare  les  deux  variables  indépendantes  £c  et  y,  que  celle  que 
j'avais  employée  dans  la  tbéorie  des  fonctions,  en  appliquant  au  bas 
de  la  caractéristique /les  traits  relatifs  aux  fonctions  dérivées  par  rap- 
port à  la  seconde  variable  y. 

D'ailleurs  nous  trouvons  plus  convenable  d'employer,  comme  nous 
l'avons  déjà  fait  dans  la  Leçon  XVII,  les  traits  inférieurs  pour  désigner 
les  fonctions  primitives  d'une  fonction  donnée. 

De  cette  manière  on  aura  donc,  en  premier  lieu. 

Substituant  maintenant  partout  j  -i-  o  à  la  place  de  y,  on  aura 

f{x  -h  i,r  -^  o)  =f{x,x -i-  o)  +  i  f''{x, y  -{-  o) 

+  Çr  {^,r  +  o)  +  ^f'"'  [x,.y+o)+..,. 

Développons  successivement  les  fonctions 

f[x,y  +  o],    f''[x,y^o],    f"'[x,y+o],     ... 
comme  des  fonctions  de  j-f-  o;  on  aura  pareillement 

f[x,r  +  o)=f[x,r]  +  of''[x,y)  +  ''lf-"[x,r]-^^f-"\x,r)^..., 
f"{x,r+o)=f''{x,r)  +  of"{x,y)  +  ^-^f''"{x,r]+..., 

f"'[x,r+o)^f"'[x,y)  +  ..., 
et  ainsi  de  suite. 
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Faisant  donc  ces  substitutions  et  ordonnant  les  termes  par  rapport 
aux  puissances  et  aux  produits  de  i  et  o,  on  aura  ce  développement 
complet 


+  -f"'[^.r)  +  iof'''(x,r]  +  -f'"{^,r) 


a 


-+- , 


dans  lequel  la  forme  générale  du  terme  est 


i'"o' 


.  -2 . 3 .  .  .  m  )  (  1 . 2 . 3 . 


-f"'>"{x,x 


Dans  l'opération  que  nous  venons  de  faire  pour  avoir  le  développe- 
ment de  /{oc  -i-  i,  y  -{-  o),  nous  avons  commencé  par  substituer,  dans 
f[x,y),  oc  -i-  i  pour  oc,  et  nous  avons  développé  suivant  i;  nous  avons 
ensuite  substitué,  dans  tous  les  termes  de  ce  développement,  y -\- o 
pour  y,  et  nous  avons  développé  suivant  o. 

Or  il  est  visible  qu'on  aurait  identiquement  le  même  résultat  si  l'on 
commençait  l'opération  par  la  substitution  de  y  h-  o  à  la  place  de  y, 
et  par  le  développement  suivant  o,  et  qu'on  fit  ensuite  la  substitution 
de  oc  -h  i  pour  x,  et  le  développement  suivant  i. 

De  cette  manière  on  aurait  d'abord  les  fonctions  primes,  secondes, ... 
relatives  à  y,  c'est-à-dire,  suivant  la  notation  que  nous  venons  d'em- 
ployer, les  fonctions 

f''[x,r),  f'"{x,r),    .... 

Ensuite  on  aurait  les  fonctions  primes,  secondes,  ...  de  celles-ci 
relatives  à  oc,  et  qui  seraient  désignées  par 

f"'{x,y),    f""{x,r),     ..., 

/""(^.r).  f"'"i^,r)>    ■■■> 

et  l'on  obtiendrait  ainsi  la  même  formule  que  ci-dessus,  comme  cela 
doit  être. 
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Mais  il  faut  remarquer  que,  dans  le  premier  procédé,  la  fonction 
f''\x  -h  j),  relative  à  la  fois  à  a?  et  à  y,  s'obtient  en  prenant  d'abord 
la  fonction  prime  de/(^,  j)  relativement  à  ic,  ce  qui  donne/'- (^,j), 
et  ensuite  la  fonction  prime  de  celle-ci  relativement  à  j,  d'où  résulte  la 
fonction  seconde /'''(ap,j);  et,  dans  le  second  procédé,  la  même  fonc- 
tion s'obtient  en  prenant  d'abord  la  fonction  prime  de/(^,  j)  relative- 
ment à  j,  ce  qui  donne/''(^,  j),  et  ensuite  la  fonction  prime  de  celle-ci 
relativement  à  a;,  ce  qui  donne  également/'''(a7,  y). 

D'où  il  suit  qu'il  est  indifférent  dans  quel  ordre  se  fasse  la  double 
opération  nécessaire  pour  passer  de  la  fonction  primitive /(^,jk)  à  la 
double  dérivée/'' '(^,j). 

Et,  comme  on  doit  dire  la  même  chose  des  autres  fonctions  dérivées 
dénotées  par  des  traits  séparés  par  une  virgule,  on  en  peut  conclure, 
en  général,  que  les  opérations  indiquées  par  les  traits  placés  avant  et 
après  la  virgule  sont  absolument  indépendantes  entre  elles,  et  qu'elles 
conduisent  aux  mêmes  résultats,  quelque  ordre  qu'on  suive  en  prenant 
les  fonctions  dérivées  relativement  à  a;  et  j,  indiquées  par  les  traits 
qui  précèdent  ou  qui  suivent  la  virgule. 

Ainsi  on  aura  également  la  valeur  de  la  fonction  dérivée  triple 
/"''{oc, y),  en  prenant  la  fonction  seconde  û.ef[x,y)  relativement  à  x, 
et  ensuite  la  fonction  prime  de  celle-ci  relativement  à  y,  ou  en  prenant 
d'abord  la  fonction  prime  de/(^,j)  relativement  à  j,  et  ensuite  la 
fonction  seconde  de  celle-ci  relativement  à  x,  ou  bien  encore  en  pre- 
nant la  fonction  prime  de/(^,  j)  relativement  à  x,  ensuite  la  fonction 
prime  de  celle-ci  relativement  à  y,  et  enfin  la  fonction  prime  de  cette 
dernière  relativement  à  x,  et  ainsi  de  suite. 

Soit,  par  exemple, 

on  aura  les  fonctions  primes,  relatives  à  a:  et  j, 


^'        f''i^'r)  =  -yn 


/"(^'J)-^'      /'(^.r)-      ^3 
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La  première  donnera,  relativement  à  y,  la  dérivée 

et  la  seconde  donnera  écalement,  relativement  à  x, 


"& 


6^2 

f'''[x,r]  =  -^; 


ensuite  on  aura,  relativement  à  a;  et  à  y  seuls, 


/'"(^^r)-^'      f"'[^^r)  =  -f- 


La  dérivée,  relativement  à  y,  Aef"'[x,y)  sera 


/"■'(-.r)— 7?' 


et  la  dérivée,  relativement  à  x,  &Qf^'[x,y)  sera  aussi 


/""{-'/)  =-^' 


et  ainsi  des  autres. 

A  l'imitation  de  ce  que  nous  avons  fait  sur  les  fonctions  d'une  va- 
riable, si  l'on  suppose  que  la  variable  :;  soit  une  fonction  de  deux 
variables  x  et  y,  soit  explicite,  soit  donnée  simplement  par  une  équa- 
tion quelconque  entre  x,  y  et  z,  on  pourra  désigner  par 

ses  différentes  fonctions  dérivées,  en  appliquant  à  la  lettre  s  les  traits 
avec  la  virg'ule  qu'on  applique  à  la  caractéristique  y. 

Ainsi,  X  devenant  x  -h  i  et  j  devenant  en  même  temps  y  -h  o,  la 
valeur  de  z  deviendra 

•    /  I        i^     „  ■      ,  I         o"^      „  j3  i-i-o     „  , 

3  +  fs''4-0  2''H :"'+  /02'''H V"  -\ :r2"'H 2    '    -f- .  .  ., 

•X  1  1,6  1 
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et  le  terme  général  de  cette  série  sera 


i"'o" 


'  1 . 2 . 3 .  .  .  /?;  )  (  I  •  5. .  3 .  .  .  /( 


On  voit  que  les  fonctions  de  deux  variables  engendrent,  par  le  déve- 
loppement, différentes  sortes  de  fonctions  dérivées  dont  la  dérivation 
répond  à  chacune  de  ces  variables,  et  que  ces  fonctions  dérivées  se 
forment  de  la  même  manière  et  par  les  mêmes  règles  que  celles  d'une 
seule  variable,  en  considérant  chaque  variable  séparément  et  succes- 
sivement; d'où  il  suit  que  tout  ce  que  nous  avons  démontré  sur  les 
fonctions  d'une  seule  variable  pourra  s'appliquer  de  même  aux  fonc- 
tions de  deux  variables,  relativement  à  chacune  d'elles. 

On  pourra  donc  aussi  étendre  la  théorie  des  fonctions  dérivées  aux 
fonctions  de  trois  variables  ou  d'un  plus  grand  nombre;  car  il  ne  s'agira 
que  de  répéter  séparément,  pour  chaque  variable,  les  mêmes  opéra- 
tions, et  de  les  désigner  par  une  notation  semblable. 

Dans  les  Leçons  précédentes,  où  nous  ne  considérions  que  les  fonc- 
tions dérivées  relativement  à  une  seule  variable,  lorsqu'il  s'est  présenté 
des  fonctions  de  plusieurs  variables,  nous  nous  sommes  contentés  de 
renfermer,  sous  la  caractéristique  des  fonctions  dérivées,  la  variable 
par  rapport  à  laquelle  nous  voulions  avoir  la  fonction  dérivée. 

Ainsi,  pour  ne  pas  anticiper  sur  ce  qui  regarde  les  fonctions  dérivées 
relatives  à  plusieurs  variables,  nous  avons  dénoté  jusqu'ici  par/'(a7), 
f"{oc),  ...  les  fonctions  dérivées  àQf[x,y)  relatives  à  la  seule  va- 
riable X,  qui,  suivant  la  notation  précédente,  seraient /''(cT,  j), 
f"'{x,y),  .... 

Cette  manière  de  noter  les  fonctions  dérivées  relativement  à  une 
seule  variable  nous  suffisait  alors,  et  nous  pourrons  l'employer  encore 
quelquefois,  pour  plus  de  commodité,  pourvu  qu'on  soit  prévenu  de 
son  identité  avec  la  notation  que  nous  venons  d'établir. 

Quoique,  dans  les  fonctions  de  deux  variables  que  nous  considérons 
ici,  les  deux  variables  soient  censées  indépendantes,  et  que  ce  soit 
même  cette  indépendance  qui  produise  les  différentes  espèces  de  fonc- 
X.  3.9 
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tions  dérivées  dont  nous  venons  de  parler,  rien  n'empêche  cependant 
qu'on  ne  puisse  regarder  ces  variables  elles-mêmes  comme  des  fonc- 
tions d'une  autre  variable  quelconque,  mais  fonctions  indéterminées 
et  arbitraires. 

Par  cette  considération,  on  peut  ramener,  en  quelque  manière,  la 
théorie  des  fonctions  de  deux  variables  à  celle  des  fonctions  d'une 
seule,  et  appliquer,  surtout  au  développement  des  fonctions  de  deux 
ou  de  plusieurs  variables,  ce  que  nous  avons  démontré  dans  la  Le- 
çon XVIII,  sur  le  développement  des  fonctions  d'une  seule  variable. 

Soit  z  une  fonction  de  deux  variables  x  ei  y;  supposons  que  cha- 
cune de  ces  variables  soit  elle-même  une  fonction  d'une  autre  variable  t, 
de  manière  que  z  devienne  une  simple  fonction  de  t;  sous  ce  point  de 
vue,  lorsque  /  devient  t-\-i,  z  deviendra,  par  la  formule  générale 
(Leçon  II), 


i- 


l3 


Z  +  IZ'^   -Z"^ -;'"+.... 

2  -2.5 

Et  si,  dans  ce  développement,  on  veut  s'arrêter  au  terme  [y.'""^  (Le- 
çon IX),  on  aura  les  limites  du  reste  par  le  terme  qui  suivra,  savoir, 

-, ^^^\ 

I  .-2.  3.  .  .pi 

en  mettant  /  +  /  à  la  place  de  /  dans  la  fonction  z^^^  et  prenant  la  plus 
grande  et  la  plus  petite  valeur  de  cette  fonction  depuis  i=o  jusqu'à 
la  valeur  donnée  de  /,  ou  des  valeurs  quelconques  plus  grandes  et  plus 
petites  que  celle-ci. 

Or,  X  et  y  étant  supposées  fonctions  de  t,  lorsque  t  devient  /  H-  /, 
■V  et  y  deviennent,  par  la  même  formule  générale, 

X  ■+-  IX    -\ X     +  .  .  ., 

■2 

r  +  ir'  H —  /'  +  ..., 

2  " 

et  l'on  trouver-a  les  valeurs  des  fonctions  dérivées  s',  z",  ...  en  ^,  y, 
:r',  y,  x",  y",  . . .  par  les  procédés  exposés  dans  la  Leçon  VI. 


DES  FONCTIONS.  307 

Si  l'on  ne  veut  avoir  le  développement  de  z  que  par  rapport  aux 
accroissements  ix'  et  iy'  de  x  et  y,  il  n'y  aura  qu'à  supposer  x'  et  r' 
constants;  par  conséquent 

X"=Z0,  /'=0,  ..., 

et  x'  et  y  pourront  être  des  coefficients  quelconques. 

Si,  dans  les  accroissements  de  x  et  y,  on  voulait  considérer  les  deux 
termes 

ix'-h  —  x",  iy -\ y", 

2  -^  2  ' 

on  ne  ferait  alors  que 

x"'=zo,      y"  =  o, 

et  x' ,  x",  y ,  y  pourraient  être  prises  pour  des  constantes  quelconques, 
et  ainsi  de  suite. 
Soit,  par  exemple, 

on  aura,  en  prenant  les  dérivées  d'après  la  Leçon  VI,  et  supposant  .c',/' 
constantes, 

z'  =z  2 m  ( xx'  -}-  jY  )  [x--\- y-)"^~'\ 

z"^^o.m[x'-  -\-  y-]  [x-  +  x^Y^-^ 

+  \m{m—  i)  [xx' -+-yy]-  [x"^  +  y-)"^-- , 

z'"  =1  ïim[m  —  \)[x'--\-y''^)[ xx' -f- yy' )[x-  -\-  y- )"'■''- 
+  8m  [m  —  i)  (m—  2)  [xx'  H- jj')^  [x-  -{- y-)'"-^, 

et  ainsi  de  suite. 

Donc,  lorsque  x  et  y  deviennent  x  +  ix',  y  +  iy',  on  aura 

[[x'  +  ix'y^^iy^iyr-y^ 

=  [x-  -^-y^)"'-\-  2m  [xx'  -+•  yy')  [x--h y'^)'"'^  i 


■  ['zm[x'--hy"-]  [x--{-y-)"'-'-i-  4 m  (m  —  1  )  [xx'+yy')-  [x'+y-  )'« -^ ] 


i- 


2 


Si  l'on  veut  s'arrêter  à  ces  trois  premiers  termes,  alors,  le  terme 
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suivant  étant  -^z'",  on  aura  les  liantes  du  reste  en  substituant  ^  h- ;V, 

Y-hiy,  au  lieu  de  x  et  de  j,  dans  l'expression  de  z'",  et  prenant  la  plus 
grande  et  la  plus  petite  valeur  de  cette  expression  depuis  «  =  o. 

Si  m  —  3  est  un  nombre  positif,  et  que  x'  et  y'  soient  aussi  des  quan- 
tités positives,  il  est  facile  de  voir  que  la  plus  petite  valeur  de  z'"  sera 

12m  (m  — i)  [x'^-hy'-]  [xx  +yx')  [x- -i- y^)'"--^ 
4-  8m  (m  — 1)  (m  —  2)  [xx'  +  yy')^  {x^ -\-y^^)'"~», 

qui  répond  à  i  =  o,  et  que  la  plus  grande  sera  cette  même  quantité, 

en  y  mettant  x  -+-  ix'  et  j  -f-  iy'  à  la  place  de  x  et  y. 

Si  l'on  voulait  avoir  le  développement  de  z  répondant  k  x -[- i  et 

y  +  o,  comme  dans  le  commencement  de  cette  Leçon,  il  est  clair  qu'il 

n'y  aurait  qu'à  faire 

x'  =  i,         iy'  =  o; 

on  trouverait  des  résultats  semblables. 

Car,  en  désignant  par  des  traits  sans  virgule  les  fonctions  dérivées 
par  rapport  à  la  variable  principale  t,  et  par  des  traits  séparés  par  une 
virgule  les  fonctions  dérivées  relativement  à  chacune  des  variables  x 
et  J,  comme  nous  l'avons  fait  ci-dessus,  on  aura,  suivant  ce  qu'on  a  vu 
dans  la  Leçon  VI  sur  les  dérivées  des  fonctions  composées  d'autres 

fonctions, 

z'  =^  x' z''-\~y' z'' ; 

de  là,  en  prenant  les  fonctions  dérivées  par  rapport  à  la  variable  prin- 
cipale /, 

z"=x"z''  +  y"z''  +  x'{z''y^y'{z''y. 

Mais,  :;'•  et  s*'  étant  aussi  regardées  comme  des  fonctions  de  x  et  y, 
leurs  dérivées  relatives  à  t  seront 

{z'')'=x'z"--^y'z''',         {z'']'  =  x'z'''-i-yz'". 

Donc,  substituant, 

z"  =  x"z''-hy"z''^x'-^z"'-h  ixy-' z'''  +  y^-z'", 

et  ainsi  de  suite. 
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Si  les  fonctions  dérivées  x'  et  y',  relativement  à  /,  sont  constantes, 
en  sorte  que  x"  ~  o,  y"=  o,  x"'=  o,  . . .,  on  aura  simplement 

z'     ^x''z''  +x'z'', 

z"    ^x'-^z"'  +  ix'x' z'''  +x'^-z'", 

z'"    —x''iz"''  +  'ix'-^fz"''+  ■ix'y'-^z''"-\-x'^z'"', 


2 ('")=:  ^'m;3(m)'_|_  m  Jc'"'"' j' z('«-"''H —  x''"-'--y' ^  z'^'"'-''"  A- 


Ces  valeurs,  substituées  dans  la  formule  générale 


donnent 


3 +  /::'+ -3"+  —-z"'+..., 

2  1.6 

z  -\-    i    [x' z''    -h/ z-') 
+   -  {x''-z"'  +  2xy'z'''    -hx'^-z'") 

+  -^[x'-'z"''+  3x'-yz"''  +  3xx'^-z''"-hy'^z'"'] 
-+- 

Et,  si  l'on  fait 

x'=i,        if—o, 

on  aura  la  même  formule  trouvée  plus  haut  pour  le  développement 
de  z,  suivant  les  puissances  de  i  et  o. 

Les  expressions  des  fonctions  z' ,  z",  . . .  que  nous  venons  de  trouver 
donnent  la  composition  des  fonctions  dérivées  de  fonctions  quelconques 
des  deux  variables  a:  et  y. 

Ainsi,  en  faisant 

ce  qui  revient  à  prendre  ce  pour  variable  principale,  c'est-à-dire  à  regai- 
der  y  comme  fonction  de  ce,  si  l'on  veut  que 

soit  une  fonction  dérivée  d'une  fonction  de  x  et  y,  en  la  comparant  ii 
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l'expression  de  z',  il  faudra  que  l'on  ait 

<\,[x,x)  =  z'',        (û{x,x)  —  z''. 

Pour  éliminer  z  de  ces  deux  équations,  il  n'y  a  qu'à  prendre  leurs 
dérivées  par  rapport  à  y  pour  la  première,  et  par  rapport  à  x-  pour  la 
seconde;  on  aura  ainsi 

f(r)  =  .''',         <?'{x)  =  z"', 
d'où  l'on  tire 

C'est  l'équation  de  condition  connue  pour  que  la  formule 

puisse  être  une  dérivée  exacte  d'une  fonction  de  x  et  y,  indépendam- 
ment d'aucune  relation  entre  x  et  y. 

Ainsi,  sans  cette  condition,  il  serait  illusoire  de  supposer  l'équation 

z'  —x'  ^[:r,x)  +/  9{^>X)' 

à  moins  d'admettre  en  même  temps  une  relation  quelconque  entre  x 
et  y,  ou  entre  x,  y,  z. 

En  général,  si  l'on  avait  l'équation 

z'  =  x'  ^[x,y,z]  +/  cp(x,j,  z), 

on  trouverait,  par  les  mêmes  principes,  la  condition  nécessaire  pour 
(|u'e!le  put  avoir  une  équation  primitive  indépendamment  d'aucune 
relation  particulière  entre  oc,  y,  z. 

Car,  en  comparant  cette  expression  de  z'  avec  l'expression  générale 
de  z'  donnée  ci-dessus,  on  a  pareillement 


'])[x,x,z)--z'-,         (f[x,y,z)  —  z 


,t 


Pour  que  ces  deux  équations  s'accordent,  il  faudra  que  la  dérivée  de 
'\{x,  y,  z  )  par  rapport  à  y  soit  égale  à  la  dérivée  de  <p(a^,  y,  z)  par  rap- 
port à  X,  puisque  l'une  et  l'autre  deviennent  z'"'. 

Or.  z  étant  censée  fonction  de  a;,  y  (puisque,  si  l'équation  proposée 


DES  FONCTIONS.  311 

a  une  primitive,  la  valeur  de  z  sera  déterminée  par  cette  primitive  en 
fonction  de  x  et  y),  il  faudra  la  regarder  comme  telle  dans  les  fonc- 
tions ^[x,y,z)  et  9(^,7,3);  et,  d'après  notre  notation,  il  est  clair 
que  la  dérivée  de  ^[x,y,  z),  par  rapport  à  j,  sera  exprimée  par 

et  que  la  dérivée  de  ^[x,y,  s),  par  rapport  à  x,  sera 

(?'{^]-\-<i>'{z)z''. 
On  aura  donc  l'équation  de  condition 

^'[r]  +  '^'{z)  z''  =  <f'{x)  +  9'(z)3'', 
savoir,  en  substituant  pour  z'-  et  z''  leurs  valeurs, 

^'[r]  +  y{z]  (f[x,x,z]  =  o'{x)-h(f>'[z)  ^{x,x,z); 

et  cette  équation  devra  avoir  lieu  d'elle-même,  c'est-à-dire  être  iden- 
tique pour  que  la  variable  z  puisse  être  une  fonction  de  x  et  y,  et  que, 
par  conséquent,  la  proposée  ait  une  primitive  en  x,  y  et  z.  Dans  ce 
cas,  on  trouvera  facilement  cette  primitive  au  moyen  de  l'une  ou  de 
l'autre  des  deux  équations 

z''  =  ^[x,x,z),         Z''  =  (f[x,y,z). 

Car,  prenant,  par  exemple,  l'équation 

z''  =  ']>{x,j;z), 

dans  laquelle  z'-  est  la  dérivée  de  :^  en  y  regardant/  comme  constant, 
on  pourra  la  traiter  comme  une  équation  du  premier  ordre  entre  x 
et  s,  l'autre  variable  y  étant  supposée  constante;  et,  ayant  trouvé  sa 
primitive  dans  cette  supposition,  il  faudra  regarder  la  constante  arbi- 
traire comme  une  fonction  inconnue  de  y,  qu'on  déterminera  ensuite 
par  le  moyen  de  l'autre  équation 

z''  =  (f[x,x,z). 
Mais,  lorsque  l'équation  de  condition  que  nous  venons  de  trouver 
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n'aura  pas  lieu  d'elle-même,  l'équation  proposée  ne  pourra  pas  subsis- 
ter, à  moins  qu'on  ne  suppose  une  relation  quelconque  entre  oc,  y,  z, 
de  manière  que  deux  de  ces  variables  deviennent  fonctions  de  la  troi- 
sième. 

Ainsi,  dans  ce  cas,  en  supposant 

on  aura 

.'=/'{x)+.r'/'(r); 

et,  substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  ci-dessus,  on  aura  alors  une 
équation  en  ce,  y  etj',  par  laquelle  on  pourra  trouver  la  valeur  de  y 
en  X,  et  l'on  aura  j  et  s  en  fonctions  données  de  x,  la  fonction /(.r,j) 
demeurant  indéterminée. 

Mais,  comme  on  pourrait  avoir  ainsi  une  équation  du  premier  ordre 
en  X  et  y,  dont  il  serait  difficile  et  peut-être  impossible  de  trouvei- 
l'équation  primitive,  on  a  cherché  les  moyens  de  donner  à  la  fonction 
arbitraire  une  forme  telle  que  l'on  ait  immédiatement,  pour  la  déter- 
mination de  jK  et  ^  en  x,  deux  équations  entre  ces  variables. 

Pour  en  donner  un  exemple  très  simple,  supposons  l'équation 


on  aura  ici 


donc 


']^[x,x)  =  x'^y;         ^>{x,y)=xx'^', 
^'[y)~x^-,         ^'[x]=x^-. 


Ainsi  il  est  impossible  que  z  soit  une  fonction  de  x  et  j,  regardées 
comme  indépendantes  entre  elles. 
On  fera  donc 

et  l'on  aura 

donc 

z'  =  x'^f[x]+xp[x)f'[x]; 

par  conséquent  z  sera  égal  à  la  fonction  primitive  de 

x-^f[x]-^xp[x)f'{x). 
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Mais  on  peut  éviter  la  recherche  de  cette  fonction  primitive,  en  met- 
tant le  terme  ocy-y'  de  l'expression  de  z'  sous  la  forme  {^^)  —  =V' 
ce  qui  réduit  l'équation  à  cette  forme 


et  supposant  ensuite 
moyennant  quoi  elle  devient 

dont  la  primitive  est 


-r'\  ^r.^-Ç. 


j^2- Y=/'(^). 


z'=(^)+f'{ 


?-/(-) 


Ainsi  ces  deux  équations  remplacent  conjointement  l'équation  pro- 
posée, la  fonction  /(a?)  demeurant  arbitraire. 

On  doit  dire,  à  plus  forte  raison,  la  même  chose  des  équations  que 
l'on  pourrait  supposer  entre  x,  y,  z  et  y',  z',  dans  lesquelles  les  fonc- 
tions dérivées  y,  z'  monteraient  à  des  puissances  quelconques. 

Qu'on  suppose,  par  exemple,  l'équation 

en  faisant 
on  aurait 


Et  il  faudrait,  pour  avoir  :;  en  x,  trouver  la  fonction  primitive  de 


y/i  +-f''\x),  ce  qui  est  impossible  tant  que  la  fonction /(x)  demeurera 
indéterminée,  à  moins  d'employer  les  séries. 

Mais,  en  introduisant  une  troisième  variable,  on  peut  avoir  des 
expressions  finies  de  x,  y,  z  en  fonction  de  cette  même  variable. 

Pour  cela  il  faut  rétablir  la  fonction  prime  x',  qui  est  =  i  lorsque  .r 

est  la  variable  principale,  et  substituer,  par  conséquent,  =^  et  ^  à  la 


314  LEÇONS  SUR  LE  CALCUL 

place  de  y  et  :■',  conformément  aux  principes  établis  dans  la  Leçon 
septième.  Ainsi  l'équation  sera 

Pour  résoudre  cette  équation  de  la  manière  la  plus  générale,  nous 
emploierons  un  principe  dont  nous  ferons,  dans  la  suite,  un  plus  grand 
usage,  et  qui  consiste  à  trouver  d'abord  des  expressions  de  x,  y,  -  qui 
y  satisfassent  avec  des  constantes  arbitraires,  et  à  rendre  ensuite  ces 
constantes  variables,  de  manière  que  les  expressions  des  dérivées  x', 
y',  3'  restent  les  mêmes. 

Prenons  un  angle  arbitraire  w;  puisque 

sin^M  +  cos-60  =  I, 
en  multipliant  le  second  membre  de  l'équation  proposée  par 

sin-w  +  cos-co, 

le  premier  ne  changera  pas. 

Or  le  produit  de  oc'^  +  j'^  par  sin-w  +  cos^w  peut  se  mettre  sous  la 

forme 

[y  ces 0  —  ^'  sin 0) ) 2  +  ( j'  sin m  +  x'  ces oy]-; 

de  sorte  que  l'équation  proposée  deviendra 

z'2=r:  (j'cGSo)  —  x'  sinG))2-i-  (j'sinco  -+■  x'  cosw)-. 

Supposons 

j'siUM  H-  x'  cosw  =  o, 

ce  qui  est  permis  à  cause  de  l'indéterminée  oj;  on  aura,  en  extrayant 
la  racine  carrée  des  deux  membres, 

z'  =^y'  cosc)  —  x'  sinw. 

Regardons  d'abord  l'angle  o^  comme  constant;  les  deux  équations 
que  nous  venons  de  trouver  auront  pour  primitives  ces  deux-ci  : 

z  =  jcosw  —  X  sin  M  -h  a, 
y  sin&)  +  X  cosw  =  b, 

a  et  b  étant  deux  constantes  arbitraires. 
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Ainsi  ces  deux  équations  donnent  des  valeurs  de  y  et  z  en  .r  qui 
satisfont  à  l'équation  proposée,  quelles  que  soient  les  valeurs  des  trois 
constantes  a,  b  et  m,  comme  on  peut  s'en  assurer  par  la  substitution. 

Or  il  est  facile  de  concevoir  que  ces  mêmes  valeurs  satisferont  encore 
à  la  proposée,  en  supposant  que  les  quantités  a,  b  et  m  soient  variables, 
pourvu  que  les  dérivées  ^',  r',  ^'  restent  les  mêmes,  ce  qui  aura  lieu  si, 
en  prenant  les  dérivées  des  deux  équations  précédentes,  les  termes  dus 
aux  dérivées  de  a,  è  et  œ  se  détruisent. 

Il  n'y  aura  donc  qu'à  prendre  les  dérivées  des  mêmes  équations  par 
rapport  à  a,  b  et  oj,  et  déterminer,  par  leur  moyen,  les  variables  a  et  b. 

Regardons  dans  ces  dérivées  la  variable  w  comme  la  principale;  nous 
ferons 

et  l'on  aura 

—  y  siiiw  —  X  cosM  -1-  d'  =  o, 

j^-coso)  —  X  sine.)  =  b' . 

Mais  nous  avons  déjà 

f  sinoj  +  X  COS&)  =  b; 

—  b  -h  a'  =  o, 
b  =  a' 


donc  on  aura 
ce  qui  donne 
et,  par  conséquent, 


b'  —  n". 
Ainsi  on  aura  ces  trois  équations 

z  ==  j'cosc.3  —  X  sin&)  -\-  a, 
j  sin  M -i- ^  CCS  w  =  rt' , 
y  ces  w  —  X  sin  o  :=  a" . 

Mais,  a  étant  une  fonction  quelconque  de  w,  si  on  la  dénote  par/(w), 
on  aura 
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et  les  trois  équations  précédentes  fourniront  ces  expressions  de  or,  y,  z 

en  w, 

^  =  CCS  w  /'  (  w  )  —  sin  w  /"(  M  ) , 

y'=z  sinw/'(«)  -+-  cosw/"(w), 

la  fonction /(to)  demeurant  arbitraire. 

Ces  formules  pourraient  servir  à  trouver  des  courbes  rectifiables; 
car,  si  ^  et  j  sont  les  coordonnées  rectangles  d'une  courbe  plane,  et  z 
l'arc  correspondant,  on  sait,  par  le  Calcul  différentiel,  et  je  l'ai  démon- 
tré rigoureusement  dans  la  Théorie  des  fonctions  ('),  que  l'on  a 


2'  =  V/-^''  +  /-% 

en  regardant  x  Qiy  comme  fonctions  d'une  même  variable  quelconque. 
Si  l'on  fait/'(a))  =  w,  on  a 

/"(w)=o         et        /((«))  =  mM  +  H; 

les  formules  précédentes  donneront 

:c  =  mcosw,         y^^msmoi,         z  ^  mw -+- n, 

ce  qui  est  le  cas  du  cercle. 

En  prenant  pour/(w)  des  fonctions  quelconques  de  sinoj  et  cosw, 
on  aura  autant  de  courbes  algébriques  qu'on  voudra,  dont  là  rectifica- 
tion sera  algébrique  aussi,  problème  sur  lequel  les  géomètres  se  sont 
autrefois  beaucoup  exercés,  et  dont  on  peut  voir  différentes  solutions 
dans  le  tome  V  des  Nouveaux  Commentaires  de  Pétersbourg. 

Les  équations  dont  nous  venons  de  nous  occuper  sont  connues  sous 
le  nom  adéquations  qui  ne  satisfont  pas  aux  conditions  d'intégrabilité.  On 
trouve  des  solutions  élégantes  de  plusieurs  de  ces  équations  dans  un 
Mémoire  de  Monge  imprimé  dans  le  Recueil  de  l'Académie  des  Sciences 
pour  l'année  178/4. 

La  notation  que  nous  avons  employée  pour  désigner  les  fonctions 

(')  OEuvres  de  Lagrangr,  t.  IX. 
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dérivées  de  z  par  rapport  à^etj,  par  des  traits  séparés  par  une  vir- 
gule, est,  comme  l'on  voit,  très  simple  et  conforme  à  la  nature  de  la 
chose  ;  mais  elle  ne  met  pas  en  évidence  les  variables  auxquelles  chaque 
groupe  de  traits  doit  se  rapporter;  et,  si  l'on  avait  des  fonctions  de  plus 
de  deux  variables,  la  multitude  des  virgules  pourrait  rendre  la  notation 
incommode  et  causer  de  la  confusion  par  rapport  aux  variables  aux- 
quelles les  différentes  fonctions  dérivées  répondraient. 

On  pourrait,  dans  ces  cas,  employer  avec  avantage  la  notation  que 
j'ai  déjà  proposée  dans  l'Ouvrage  sur  la  Résolution  des  équations  numé- 
riques (  '  ),  et  qui  dérive  aussi  de  la  nature  de  ce  calcul. 

En  effet,  la  formule  donnée  plus  haut 

z'  =  x'  z''  +  y''z'' 

fait  voir  que,  si  l'on  veut  considérer  à  part  les  dérivées  relatives  à  x 
et  Vf  on  a,  par  rapport  à  x, 

.1 -,' ,', . 

z    —  Jt   ^     , 

donc 

ici  z  ne  doit  être  pris  que  par  rapport  à  la  variable  t,  en  tant  qu'elle 
est  renfermée  dans  la  fonction  x\  et,  pour  indiquer  ce  point  de  vue,  il 

n'y  a  qu'à  enfermer  l'expression  —,  entre  deux  parenthèses,  ce  qui  don- 
nera 

'  z' 

On  aura  pareillement,  par  rapport  à  j, 

donc 

^"  =  ^-, 

r 

z' 
en  renfermant  l'expression  —  entre  deux  parenthèses,  pour  indiquer 

(  ')  OEuvrcs  de  Lagrunge,  t.  VIII. 
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qu'ici  la  dérivée  s'  n'est  relative  à  la  variable  t  qu'autant  qu'elle  est 


renfermée  dans  y,  on  aura 


De  cette  manière,  l'expression  de  la  dérivée  z'  prendra  cette  forme 

où  l'on  voit  que  (^  )  '  (-7)  ne  sont  proprement  que  les  coefficients 

de  x'  et  de  y'  dans  l'expression  de  la  dérivée  z'. 

Comme  la  variable  t,  dont  on  suppose  que  x  ei  y  sont  fonctions,  de- 
meure indéterminée,  en  prenant  x  pour  t,  on  aurait 


l'expression  i—A  deviendrait  alors  simplement  [z'),  et  indiquerait, 

comme  elle  le  doit,  la  fonction  dérivée  de  z  par  rapport  à  la  variable 
principale  x;  de  même,  en  prenant  y  pour  /,  on  aurait 


et  l'expression  (— |  deviendrait  aussi  [z'),  et  indiquerait  la  fonction 

dérivée  de  z  par  rapport  à  la  variable  principale  y. 

Mais,  pour  distinguer  ces  fonctions  l'une  de  l'autre,  nous  retiendrons 
toujours  les  lettres  x'  et  y'  sous  z' ,  et  nous  entendrons  simplement 

par  (— ;)'  (  T/)  '6S  fonctions  dérivées  de  -  par  rapport  à  ^  et  y. 

D'ailleurs  cette  manière  d'exprimer  les  fonctions  dérivées  a  l'avan- 
tage de  faciliter  la  transformation  de  ces  fonctions  lorsqu'on  veut  les 
rapporter  à  d'autres  variables. 

Ainsi,  comme  l'expression  (^|  indique  que  z  est  regardé  comme 

fonction  de  x,  l'expression  réciproque  (  — j  indiquerait  que  x  serait 

regardé  comme  fonction  de  z;  et  il  est  facile  de  se  convaincre,  par  la 
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nature  de  ces  expressions,  que  l'on  a,  en  effet, 


comme  si  les  parenthèses  n'existaient  pas,  de  sorte  que  l'on  aura 


z 


X  I  I  X 

z' 


Si  donc,  au  lieu  de  regarder  z  comme  fonction  de  x  et   y,   on 
voulait  regarder  x  comme  fonction  de  :;  et  r,  on  substituerait  d'abord 

^7-  à  la  place  de  (^^ 


Ensuite,  pour  avoir  la  valeur  de  l'autre  fonction  dérivée  (  —  )'  on 

remarquerait  qu'ici  la  variable  x  est  censée  constante,  puisque  z  n'est 
regardée  que  comme  fonction  de  y. 

Or,  X  étant  supposée  fonction  de  j  et  z,  on  aura,  en  général, 

-(F)--(f)- 

donc,  pour  que  x  soit  constante,  x'  devra  être  zéro,  ce  qui  donnera 
l'équation 


d'où  l'on  tire 

f  X 

r' 


et  cette  valeur  de  — i  tirée  de  la  supposition  de  x  constante,  sera,  par 

conséquent,  la  même  que  celle  de 

D'où  il  suit  que  l'on  aura  ces  transformées 

(  x' 

x' 1      (  x' \  Ky' I  i  ^' 


z  \z 
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De  sorte  que,  si  l'on  a  une  équation  qui  contienne  jc,  y,  z  avec  les 
fonctions  dérivées  {—!]•>  (-7)'  elle  ne  changera  pas  essentiellement 


y 

par  les  substitutions  précédentes;  seulement,  au  lieu  de  supposer  z 
fonction  de  x  et  j,  ce  sera  x  qui  sera  fonction  de  y  et  :;,  et  ainsi  pour 
les  cas  semblables. 

Maintenant,  puisque  (-7)  est  une  fonction  de  x  et  y,  on  aura  de 
même,  en  prenant  sa  dérivée  relativement  à  t, 

mais,  comme  x  et  y' ,  entre  les  parenthèses,  n'ont  qu'une  signification 
(le  convention,  on  peut,  sans  inconvénient,  écrire 


t" 


Z' 


,^7')  à  la  place  de         \-^)^     \-^. 

et,  par  conséquent, 


-/   / 


-'\-.)-^r\J.^. 


On  aura  de  même 


(7)-- 

m-'if 

où 

l'on  voit  que  les  symboles 

{;')' 

(-y)'    (r-) 

expriment  ici  ce  que  nous  avions  dénoté  plus  haut  par  les  signes 


2' 


Donc  la  dérivée  seconde  de  z,  c'est-à-dire  la  valeur  de  z"  que  nous 
avons  donnée  plus  haut,  sera  représentée  ainsi 
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On  voit  ici  que  l^~j  et  l^j  sont  aussi  les  coefficients  de  x'""  et  f- 
dans  l'expression  complète  de  z",  mais  que  l^\  n'est  plus  le  simple 
coefficient  de  x'y  dans  la  même  expression,  comme  on  serait  porté  à 
le  supposer  d'après  sa  notation. 

U  ''II'  •  /  2^'"^" A 

iin  gênerai,  1  expression  (  ,„^  ^,\  dénotera  ce  que  nous  avions  dénoté 
par^f'"'"\  c'est-à-dire  la  fonction  dérivée  de  z  de  l'ordre  (/^+/^^)'^'"^ 
prise  m  fois  relativement  kx,  etn  fois  relativement  à  y. 

Cette  dernière  notation  se  rapproche,  comme  l'on  voit,  de  celle  qui 
est  depuis  longtemps  en  usage  chez  les  analystes  pour  désigner  les  dif- 
férences qu'on  ap])e\\e  partielles. 

En  effet,  il  est  visible  que  les  fonctions  dérivées  que  nous  désignons 
ici  par 

G-)'  (7)^  m-  m  - 

ne  sont  autre  chose  que  les  quantités 

dz        dz       d-z         d-  z 

dx       dy       dx'^  '      dx  dy  ' 

que  plusieurs  géomètres,  à  l'exemple  d'Euler,  renferment  aussi  entre 
deux  parenthèses. 

Ainsi  on  aura,  en  général,  ces  notations  correspondantes 

Z\"i'"l 


x'"iy"j       \dx'"dj" 


Après  avoir  donné  la  manière  dé  former  et  de  noter  les  fonctions 
dérivées  relativement  à  différentes  variables,  nous  allons  considérer 
les  équations  qui  contiennent  des  fonctions  de  ce  genre,  et  qu'on  peut 
appeler  équations  dérivées  à  plusieurs  variables. 


4i 
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LEÇON  VINGTIÈME. 

o 

ÉQUATIONS  DÉRIVÉES  A  PLUSIEURS  VARIABLES.  THÉORIE  DE  CES  ÉQUATIONS.  MÉTHODES 
GÉNÉRALES  POUR  TROUVER  LES  ÉQUATIONS  PRIMITIVES  DES  ÉQUATIONS  DU  PREMIER 
ORDRE  A  PLUSIEURS  VARIABLES. 


Considérons  d'abord  une  équation  quelconque  entre  les  trois  varia- 
bles X,  y  et  z,  par  laquelle  z  soit  une  fonction  déterminée  de  x  et  y. 
Représentons  cette  équation  par 

et  supposons,  pour  un  moment,  que  ^  et  j  soient  des  fonctions  données 
d'une  même  variable  /;  alors  z  sera  aussi  une  fonction  de  t  dépendante 
de  l'équation  proposée,  et,  par  la  théorie  des  équations  dérivées  expo- 
sées dans  les  Leçons  précédentes,  non  seulement  la  fonction  Y{x,y,  z) 
sera  nulle,  mais  encore  ses  dérivées  Y'[x,y,z),  Y"{x,y,  z),  . ..,  prises 
relativement  à  /,  seront  nulles. 

Or,  en  conservant  la  notation  de  la  Leçon  VI,  on  a 

w[x,r,z)  =  x'  Y'[x]-^y  Y'[r]  +  z'  ¥[z); 

dans  cette  formule,  x' ,  y',  z'  sont  les  fonctions  dérivées  de  x,y,  z  par 
rapport  à  /,  et  V{x),  Y'{y),  Y\z)  sont  les  fonctions  dérivées  de  Y[x,y,  z), 
prises  par  rapport  à  chacune  des  variables  x,  y,  z  en  particulier. 

Ainsi  l'équation 

F(j",j,  z)~o 

donnera  celle-ci 

x'F[x)+r'Y'[r)  +  z'¥[z)^o. 

Mais,  en  considérant  z  comme  fonction  de  x  et  j,  on  a 

z'  =z  x'  z''  -\-  y'  Z''  ; 
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donc,  substituant,  on  aura 

^'[F»  4-z''  F'(2)]+/[F'(j)  +  z''  F'(2)]  =  o. 

Pour  que  les  fonctions  x  et  y  de  t  demeurent  indéterminées,  il  fau- 
dra que  leurs  fonctions  dérivées  x'  et  y'  disparaissent  de  l'équation 
précédente,  ce  qui  ne  peut  avoir  lieu  qu'en  faisant  les  deux  équations 

séparées 

F'^x)  +  z''  F'(s)  =  o,         F(j)  +  2''  F'(2)  =  o. 

Il  est  visible  que  ces  deux  équations  ne  sont  autre  chose  que  les 
dérivées  de  l'équation  primitive 

prises  séparément  par  rapport  à  ^  et  par  rapport  à  y. 

En  effet,  puisque  dans  cette  équation  les  deux  variables  x  et  y  sonl 
essentiellement  indépendantes  entre  elles,  ses  dérivées  par  rapport  à  ;r 
et  par  rapport  à  j  auront  lieu  chacune  en  particulier.  Or,  la  variable  s 
étant,  par  cette  équation,  une  fonction  de  x  Qi  y,  dont  les  fonctions 
dérivées  sont  :;'•  par  rapport  à  x  seul,  et  z''  par  rapport  à  y  seul,  il  est 
clair  que  la  dérivée  de  Y[x,y\  z)  sera  F'(x)  -+-  s''  F'(  =  )  par  rapport  à  .r, 
et  qu'elle  sera  F'(r)  +  ^•'  F'(c)  par  rapport  à  y;  de  sorte  que  l'équa- 
tion primitive 

donnera  ces  deux  dérivées  indépendantes 

F»  +  z''  F'(z)  =  o,         F'(j)  +  Z''  ¥[z)  ==  o, 

lesquelles  serviront  k  trouver  les  valeurs  des  fonctions  z''  et  z'' ,  et  l'on 

aura 

_ï>)  ¥[y) 

~      F»'  "      F'(z)* 

Ayant  ainsi  les  valeurs  des  deux  premières  fonctions  dérivées  de  z, 
on  en  déduira  celles  des  fonctions  secondes  z"\  z''',  z-",  en  prenant  les 
dérivées  de  z''  et  z''  par  rapport  à  a:  et  y,  et  ainsi  de  suite. 
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Il  suit  (Je  là  que,  l'équation  primitive 

ayant  lieu,  ses  deux  dérivées 

F'(^)  -h  z''  ¥'[z)  =  o,         F'(j)  +  z''  F'(z)  =  o 

auront  lieu  aussi  en  même  temps;  par  conséquent  une  combinaison 
quelconque  de  ces  trois  équations  aura  lieu  aussi,  et  pourra  tenir  lieu 
de  l'équation  dérivée. 

Ainsi  une  équation  entre  a-,  y,  z  et  les  deux  dérivées  :;'■,  :;',  ou 

(-7)'  (-7)'  par  rapport  à  x  et  j,  sera  une  équation  du  premier  ordre 

à  trois  variables,  à  laquelle  répoudra  nécessairement  une  équation  pri- 
mitive en  a-,  y,  z. 

Soit,  par  exemple,  l'équation 

z''-v-Uz''^^, 

M  et  N  étant  des  quantités  constantes. 
Son  équation  primitive  «era 

z  —  Nx  =  ©(j—  M^), 

la  caractéristique  cp  dénotant  une  fonction  quelconque. 

En  effet,  si  l'on  prend  les  fonctions  dérivées  par  rapport  à  x,  on  a 

z''  — N  =  —  M  9'(j—  Mx) 

et,  si  l'on  prend  ces  fonctions  par  rapport  à  jk,  on  a 

s"  =  cp'(7-M:jr); 

de  sorte  qu'en  éliminant  la  fonction  dérivée  9',  on  a  l'équation  dérivée 
proposée 

3''+M2''— N  ==0. 

Considérons  l'équation  générale  de  la  même  forme,  dans  laquelle  ÎVl 
et  N  soient  des  fonctions  quelconques  données  de  x,  y,  z. 


DES  FONCTIONS.  325 

Supposons  que 

soit  son  équation  primitive;  on  aura,  par  ce  qu'on  a  vu  ci-dessus, 

-       F'(z)'  -       F'(.)' 

donc,  substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  proposée,  et  mullipliaiil 
tous  les  termes  par  ¥'{:•),  on  aura,  en  changeant  les  signes, 

F'(jr)  +  MF'(j)  +  N  F'(z).=  o. 
Or  on  a,  en  général,  comme  on  l'a  vu, 

F'{x,y;z]  ^  x'  ¥[x)  +/  F'(j)  +  3'  Y[z], 

en  regardant  x,  y,  z  comme  des  fonctions  quelconques  d'une  autre 
variable  t\  donc,  substituant  dans  cette  formule,  à  la  place  de  F'(^),  sa 
valeur  tirée  de  l'équation  précédente,  savoir,  —  MF'(y)  —  N  F'(^),  on 

aura 

F'(^,j,-)  =  (/-^'M)  F'(j)  +  (2'-^'N)  F'(2). 

On  voit,  par  cette  expression  de  la  fonction  dérivée  F'(.r,  y,  z),  que 
cette  fonction  deviendra  nulle  si  l'on  établit  entre  les  trois  variables 
X,  j,  :;  des  relations  telles,  que  l'on  ait  ces  deux  équations  particu- 
lières 

j'  — M^'  =  o,        ^'— N^'=:o. 

Ces  équations,  étant  entre  les  trois  variables  x,y,  z,  serviront  à  dé- 
terminer les  valeurs  de  ces  variables  en  fonctions  de  la  troisième;  de 
sorte  que,  par  la  substitution  de  ces  valeurs,  la  fonction  F(^,  y,  :;)  de- 
viendra aussi  une  fonction  de  cette  troisième  variable.  Donc,  puisque 
sa  fonction  dérivée  doit  alors  devenir  nulle,  il  s'ensuit  que  la  variable 
doit  disparaître  d'elle-même,  et  que  la  fonction  ¥{x,y,z)  ne  pourra 
contenir,  après  cette  substitution,  que  des  constantes. 

Or,  les  deux  équations 

y  —  Mx'  :=o,         s'— Nx'  =  o 
étant  du  premier  ordre,  leurs  équations  primitives  contiendronl  deux 
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constantes  arbitraires  que  nous  désignerons  par  a  et  b.  En  effet,  si  de 
ces  deux  équations  on  veut  éliminer,  par  exemple,  la  variable  z,  on 
tombera  dans  une  équation  du  second  ordre  en  ^r  et  y,  dans  laquelle 
on  pourra  faire 

x'  =:  I  OU  y'  ^\, 

suivant  qu'on  voudra  regarder  y  comme  fonction  de  x,  ou  x  comme 
fonction  de  j,  et  cette  équation  aura  pour  équation  primitive  une  équa- 
tion en  xeiy,  avec  deux  constantes  arbitraires. 

Ensuite  on  aura  aussi  z  en  fonction  de  x  et  y  par  l'une  des  deux 
équations  proposées. 

Il  suit  de  là  qu'après  la  substitution  des  valeurs  de  j  et  c  en  x, 
tirées  des  deux  équations  du  premier  ordre  dont  il  s'agit,  la  fonction 
V{x,y,z)  ne  contiendra  plus  que  les  constantes  a  et  ^  avec  celles  qui 
se  trouvent  dans  les  quantités  M  et  N;  de  sorte  qu'elle  deviendra  sim- 
plement une  fonction  de  a  et  b,  que  nous  désignerons  par  $(«,  b). 

Par  conséquent  l'équation  primitive 

Y[x,y,z]  =  o 
se  réduira  à 

par  laquelle  on  voit  que  l'une  des  constantes  a  çX  b  sera  fonction  de 
l'autre. 

Mais,  à  la  place  des  constantes  a  et  b,  on  peut  mettre  leurs  valeurs 
en  x,y',  z,  tirées  des  deux  équations  primitives,  où  elles  entrent  comme 
arbitraires.  Donc,  si  l'on  désigne  par  P  et  Q  ces  valeurs  de  a  et  b,  l'é- 
quation primitive  de  la  proposée  deviendra 

la  fonction  désignée  par  $  étant  arbitraire. 

Il  résulte  de  là  une  métbode  générale  pour  trouver  l'équation  primi- 
tive d'une  équation  quelconque  du  premier  ordre,  à  trois  variables  x, 
y,  z,  dans  laquelle  les  deux  fonctions  dérivées  de  la  variable,  qui  est 
censée  fonction  des  deux  autres,  ne  se  trouvent  qu'à  la  première  dimen- 
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sion,  telle  que 

ou,  ce  qui  est  la  même  chose, 

M  et  N  étant  des  fonctions  quelconques  de  x,  y,  z.  On  fera  ces  deux 

équations 

y'  —  M.x'  =  o,         z'  —  ^x'  zi^o, 

dans  lesquelles  on  peut  supposer  l'une  des  trois  fonctions  dérivées  x', 
y ,  z'  égales  à  l'unité,  suivant  la  variable  qu'on  voudra  regarder  comme 
principale,  et  dont  les  deux  autres  seront  censées  des  fonctions;  et, 
ayant  trouvé,  s'il  est  possible,  les  deux  équations  primitives  de  ces 
éfluations,  on  en  déduira  les  valeurs  P  et  Q  des  deux  constantes  arbi- 
traires a  et  6  qu'elles  doivent  renfermer;  on  aura  alors 

(î>(P,Q)  =  o 
pour  l'équation  primitive  cherchée,  d'où  résulte 

Q  =  cp(P), 

la  caractéristique  9  désignant  une  fonction  quelconque  de  Q. 

L'analyse  précédente  est  plus  simple  et  plus  directe  que  celle  que 
j'ai  donnée  dans  la  Théorie  des  fonctions  (');  c'est  ce  qui  m'a  engagé 
à  la  mettre  ici,  d'autant  qu'elle  s'applique  avec  la  même  fiicilité  aux 
équations  semblables  entre  un  plus  grand  nombre  de  variables.  Dans 
les  Mémoires  de  Berlin  de  1779  ("),  je  m'étais  contenté  de  prouvei-. 
a  posteriori,  la  légitimité  et  la  généralité  de  cette  méthode. 

Considérons  de  la  même  manière  l'équation  à  quatre  variables  /,  r, 
y,  z  de  la  forme 

(f)-^I)--'(7)  =  ^. 

L,  M,  N  étant  des  fonctions  quelconques  de  t,  x,  y,  z. 

(')  OEuvrc's  de  Lagrangc,  t.  IX. 
(2)  Ibid.,  t.  IV,  p.  585. 
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Si  l'on  représenle  son  équation  par 

¥{t,x,y,z)  =  o, 
sa  fonction  dérivée  ¥'{i,x,y,  z)  sera,  en  général, 

/'  F'(/)  +  .^'  ^^'(^•)+r'  F'(r)  +  2'  F'(2), 

et  l'on  aura,  relativement  à  chacune  des  variables  t,  x,  y  en  particu- 
lier, les  équations 

F'(r)  +  (^)F'(.)  =  o. 

Tirant  de  ces  équations  les  valeurs  des  fonctions  [yh  ("j'  (~)' 

et  les  substituant  dans  l'équation  proposée,  elle  deviendra,  après  la 
multiplication  par  Y'{z)  et  le  changement  des  signes, 

¥'[t)  +  L  Y'[x)  -^  M  F'(j)  +  N  F'(2)  =  o, 

d'où  l'on  tire 

Y'[t)  =  -hY'[x)-M  F'(7)-NF'(2). 

Cette  valeur  de  F'(/)  étant  substituée  dans  celle  de  F'(/,  oc, y,  z),  on 
aura 

F'(^  x,r,z)  =  [x'-  l'L)  F{x)  +  (/  -  i'M]  F'(r)  4-  (z'  -  /' N)  F'(z). 

Si  donc  on  introduit  entre  les  quatre  variables  /,  x,  y,  z  les  relations 
déterminées  par  les  trois  équations 

x'  —  i'L=^o,        x'  —  i'M  =  o,         z'— /'N  =  o, 

la  fonction  dérivée  F'[t,x,  y,  z)  deviendra  nulle;  par  conséquent  la 
fonction  primitive  F(/,  a-, y,  z)  ne  pourra  contenir  que  des  constantes. 
Or  les  trois  équations  dont  il  s'agit,  étant  du  premier  ordre,  auront 
trois  équations  primitives  qui  contiendront  trois  constantes  arbitraires 
a,  h,  c,  et  par  lesquelles  trois  des  variables  l,  x,  y,  z  pourront  être 
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déterminées  en  fonction  de  la  quatrième.  Donc,  si  dans  la  fonction 
F{t,  x,y,  z)  on  substitue  les  valeurs  de  ces  variables,  il  faudra  que  la 
variable  restante  disparaisse  d'elle-même,  et  la  fonction  ne  pourra  plus 
contenir  que  les  mêmes  constantes  a,  h,  c,  avec  celles  qui  entreront 
dans  les  expressions  de  L,  M,  N.  De  sorte  qu'après  cette  substitution 
la  fonction  Y{t,x,y,z)  deviendra  nécessairement  de  la  forme  (^[a,b,c). 
Or  les  trois  équations  primitives  dont  il  s'agit  déterminent  les  valeurs 
de  a,  b,  c  en  fonctions  des  variables  /,  x,  r,  z  ;  de  sorte  qu'en  désignant 
ces  fonctions  par  P,  Q,  R,  on  peut  mettre  ces  équations  sous  la  forme 

a  =  V,         b=  Q,         c  =  R. 

Donc  la  fonction  ¥{t,x,Y,z)  devra  être  de  la  forme  (I>(P,Q,  R), 
puisqu'il  n'y  a  que  cette  forme  qui  puisse  devenir  fonction  de  a,  h,  c, 
en  vertu  des  trois  équations  primitives 

J*  =  a,         O  =il>,         R  =  c. 
Donc  l'équation  primitive 

deviendra 

par  laquelle  on  aura 


Cl'(P,Q,R)r=0, 

R  =  9(P,Q), 


la  caractéristique  9  désignant  une  fonction  quelconque  de  P  et  Q. 
Ainsi  : 
1°  L'équation  du  premier  ordre  à  trois  variables 

dépend  des  deux  équations  du  premier  ordre  entre  les  mêmes  variables 

et,  si 

P  =  a,        Q  =  l> 

sont  les  équations  primitives  de  celles-ci,  a  et  b  étant  les  constantes 
X.  42 
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arbitraires,  l'équation  primitive  de  la  proposée  sera 

(p(P)  étant  une  fonction  quelconque  de  P. 

2°  L'équation  du  premier  ordre  à  quatre  variables 


''  L(^)  +  M(^]=:=N 


t  J  \x'j  \yj 

dépend  de  ces  trois  équations  entre  les  mêmes  variables 

x'  —  t'h  =  o,       j'  — f'M  =  o,        2'— f'N  =  o. 

Et,  si 

P  =  «,        Q  =  ^,        R  =  c 

sont  les  trois  équations  primitives  de  celles-ci,  a,  b,  c  étant  les  con- 
stantes arbitraires,  l'équation  primitive  de  la  proposée  sera 

R  =  9(P,Q), 

o{V,  Q)  désignant  une  fonction  quelconque  de  P  et  Q,  et  ainsi  de  suite. 

De  cette  manière,  la  recherche  des  équations  primitives  des  équa- 
tions du  premier  ordre,  par  lesquelles  une  variable  est  fonction  de 
deux  ou  de  plusieurs  autres,  est  réduite  à  la  recherche  des  équations 
primitives  d'équations  du  même  ordre,  dans  lesquelles  toutes  les  va- 
riables sont  fonctions  d'une  seule  et  même  variable.  Or,  en  Analyse, 
on  regarde  la  solution  d'un  problème  comme  connue,  lorsqu'elle  est 
réduite  à  celle  d'un  problème  d'un  genre  inférieur,  quoique  celle-ci 
puisse  être  sujette  encore  à  beaucoup  de  difficultés. 

Supposons,  pour  donner  des  exemples  très  simples,  que  les  quan- 
tités L,  M,  N  soient  constantes;  les  deux  équations 

j'  —  x'M  =  o,  z'  —  x''^  =zO 

auront  ces  primitives 

donc  l'équation 


?j*"l?)=" 
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aura  cette  primitive 

z  —  Nj;  =  cp(j— M:r), 

comme  nous  l'avons  déjà  vu  plus  haut. 
Les  trois  équations 

x'  —  l'L  —  o,         y'—  t'M=:o,         z'— /'N=^o 

auront  ces  primitives. 

X  —  Lt  =:  a,        j— M/  =  6,         z  —  Ni  =  c, 

et  l'équation 

(f)--(^)-«(7)  =  ^ 

aura  cette  primitive 

z  —  N  /  =  o  (^-  —  ht,  y  —  M f  ) . 

Il  est  bon  de  remarquer  que  les  équations 
P  =  a,        Q  =  Z>,        R  =:  f, 

(jù  a,  h,  c,  ....  sont  des  constantes  arbitraires,  donnent  chacune  une 
solution  particulière  de  l'équation  proposée,  ce  qui  est  évident  par  la 
forme  même  de  la  solution  générale 

4>(P,Q)  =  o         ou         a)^P,Q,R)  =  o; 

car,  puisque  la  fonction  désignée  par  <ï>  est  arbitraire,  on  peut  toujours 
réduire  ces  équations  à 

P  —  a  ^  o,         ou         Q  —  l>  :=  o,         ou         R  —  c  :=  o,         .... 

Ainsi  il  est  facile  de  voir  que  l'équation 

z  —  Nar=:  b 

satisfait  à  l'équation  dérivée 

car  elle  donne 

z  =z  N  a:  -h  6  ; 
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(loue 

■^)-'     if)- 

Mais,  si  l'on  prenait  l'aufte  équation 

y —  M^  =^  a, 

on  ne  verrait  pas  d'abord  comment  elle  y  peut  satisfaire,  puisque  la 
variable  z  n'y  entre  pas.  Comme  cette  équation  ne  donne  qu'un  rapport 
entre  x  et  y,  par  lequel  jc  est  fonction  de  r,  ou  y  fonction  de  oc,  il 
faudra  changer  l'équation  dérivée  de  manière  qu'au  lieu  des  fonctions 
dérivées  dez,  par  rapport  à  .t  et  y,  elles  contiennent  les  fonctions  dé- 
rivées de  ic  par  rapport  à  y  et  z.,  ou  de  y  par  rapport  -doc  et  z,  ce  qu'on 
obtiendra  par  les  substitutions  que  nous  avons  indiquées  plus  haut. 
Nous  allons  donner  ici  cette  transformation  pour  servir  d'exemple 

dans  les  cas  semblables. 

'  z 

X 


On  mettra  donc  à  la  place  de  (•^j  et  \—i\  les  quantités 


et  l'équation  dérivée  ci-dessus  deviendra,  en  multipliant  tous  les  termes 

7 


;  X 

par 


,-M|i,)=N(J 


dans  laquelle  x  est  maintenant  censée  fonction  de  y  et  z. 
Or  l'équation 


donne 

d'où  l'on  tire 


y  —  ^\x 

r- 


X  = 


M 


valeurs  qui  satisfont  évidemment  à  l'équation  précédente. 
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Nous  venons  de  voir,  dans  les  exemples  précédents,  que  l'équation 
primitive  renferme,  dans  le  cas  de  trois  variables,  une  fonction  arbi- 
traire d'une  quantité  composée  de  ces  variables,  et,  dans  le  cas  de 
quatre  variables,  une  fonction  arbitraire  de  deux  quantités  composées 
de  ces  variables. 

Nous  allons  démontrer  que  cette  proposition  est  générale,  quelle  que 
soit  la  forme  de  l'équation  dérivée  du  premier  ordre. 

En  appliquant  aux  équations  à  trois  variables  la  théorie  que  nous 
avons  donnée,  dans  la  Leçon  XII,  sur  les  équations  dérivées  à  deux 
variables,  il  est  aisé  de  voir  que,  puisqu'une  équation  à  trois  variables 
a  deux  équations  dérivées,  on  pouri'a,  par  le  moyen  de  ces  trois  équa- 
tions, qui  ont  lieu  simultanément,  éliminer  deux  constantes  à  volonté, 
et  parvenir  ainsi  à  une  équation  du  premier  ordre,  qui  contiendra 
deux  constantes  de  moins  que  l'équation  primitive. 

D'où  il  suit  réciproquement  que  l'équation  primitive  d'une  équation 
du  premier  ordre  à  trois  variables  doit  contenir  deux  constantes  de 
plus  que  l'équation  du  premier  ordre,  et  que  ces  constantes  seront 
nécessairement  arbitraires. 

Prenons  pour  équation  primitive  l'équation  à  trois  variables 

z  =^  ax  +  by; 

en  regardant  z  comme  fonction  de  ^r  et  y,  on  aura  ces  deux  dérivées, 
l'une  relative  k  oc  et  l'autre  relative  à  y, 

^-     if)-"- 

Éliminant,  par  le  moyen  de  ces  trois  équations,  les  constantes  a  et  ù, 
on  aura  l'équation  du  premier  ordre 

à  laquelle  répondra  l'équation  primitive 

z  =^  ax  -h  bj; 
les  constantes  a  et  />  demeurant  arbitraires. 
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Mais  il  n'en  est  pas  ici  comme  dans  les  équations  à  deux  variables, 
où,  dès  qu'on  a  trouvé  une  équation  primitive  avec  une  constante  arbi- 
traire, on  est  assuré  qu'elle  a  toute  la  généralité  que  l'équation  du 
premier  ordre  peut  comporter;  car  on  peut  trouver  une  infinité  d'équa- 
tions à  trois  variables  qui,  par  l'élimination  de  deux  constantes  au 
moyen  de  leurs  dérivées,  donnent  la  même  équation  du  premier  ordre. 

Par  exemple,  l'équation 


donne  ces  deux  dérivées 


"2.1  X  f  z'\  bx'^ 

X  j  y  \/y  y- 

d'où  l'on  tire,  par  l'élimination  de  a  et  h,  la  même  équation 

On  pourra  trouver  autant  d'autres  équations  primitives  qu'on  voudra 
qui  redonneront  la  même  équation  du  premier  ordre;  mais,  dès  qu'on 
en  a  une  avec  deux  constantes  arbitraires,  on  peut  en  déduire  la  for- 
mule générale  de  toutes  les  autres  par  des  principes  analogues  à  ceux 
qui  nous  ont  conduits  aux  équations  primitives  singulières,  et  que 
nous  avons  exposés  dans  la  Leçon  XV. 

En  effet,  si  l'on  considère  une  équation  primitive  à  trois  variables, 

telle  que 

^[x,y,z,a,b]  =  o, 

dans  laquelle  il  y  a  deux  constantes  a  et  h,  qu'on  se  propose  de  faire 
disparaître  au  moyen  de  ses  deux  dérivées,  il  est  visible  que  le  résultat 
de  l'élimination  de  ces  constantes  sera  toujours  le  même,  soit  que  les 
constantes  a  et  è  soient  constantes  ou  non,  pourvu  que  les  deux  déri- 
vées soient  les  mêmes,  ce  qui  aura  nécessairement  lieu  lorsqu'en  re- 
gardant les  quantités  a  et  h  comme  variables,  les  termes  provenant  de 
leur  variation,  dans  les  deux  équations  dérivées,  seront  nuls. 
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Or,  tant  que  a  et  6  sont  constants,  l'équation 

F(jr,7,  z,a,b)  —  n 

donne,  comme  on  l'a  vu  plus  haut,  ces  deux  dérivées,  l'une  par  rapport 
à  X  et  l'autre  par  rapport  à  y, 

F'(^)+(^)F'(.]=n, 
F'(r)+(^)    F'(Z)=:0. 

Mais,  en  regardant  a  et  ù  comme  fonctions  de  x  et  /,  ces  dérivées 
deviendront 

Et  il  est  clair  qu'elles  se  réduiront  aux  précédentes,  en  déterminant 
rt  et  ^  de  manière  que  l'on  ait  les  deux  équations 


ri  \r 

Il  est  d'abord  visible  qu'on  peut  satisfaire  à  ces  deux  conditions,  en 
faisant 

F'(«)r=o,  F'(6)=0, 

ce  qui  donne  deux  équations  par  lesquelles  on  pourra  déterminer  n 
et  h  en  fonctions  de  x,  y,  z. 

Cette  solution  répond  évidemment  à  celle  qui  donne  les  équations 
primitives  singulières  des  équations  à  deux  variables,  comme  nous 
l'avons  vu  dans  la  Leçon  XV. 

Ainsi  on  pourra  appeler  aussi  équation  primilive  singulière  \ç,<\^-d,i\(i\\ 

^[oc,y,z,a,  b]  —  o, 
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dans  laquelle  on  aura  substitué  pour  a  et  h  les  valeurs  tirées  des  deux 

équations 

F(a)  =  o,         F'(^)  =  o. 

Mais  il  y  a  une  manière  plus  générale  de  satisfaire  aux  mêmes  con- 
ditions. 

Supposons  que  h  soit  une  fonction  quelconque  de  a,  que  nous  dési- 

I  b'\ 

gnerons  par  o(a),  alors  //  deviendra  9'(«).rt';  par  conséquent  (  — 

deviendra  ?'(«).  (|,^,  et  (|-^)  deviendra  cp'(«)- (^,)- 

Faisant  ces  substitutions  dans  les  deux  équations  de  condition,  elles 
deviendront 

[F'(«)  +  F'(^).<p'(«)]fâ  =  o, 


[F»  +  F(6).9'(«)](^)=o, 


et  l'on  y  satisfera  par  cette  équation  unique 

laquelle  servira  à  déterminer  la  valeur  de  a,  et  la  fonction  ç>(a)  demeu- 
rera arbitraire. 

En  effet,  si  dans  l'équation  primitive 

]^ [x,y%  z,  a,b)  ^^  o 

on  fait 

^  =  cp(«), 

elle  deviendra 

et,  si  l'on  désigne  par  F  [a,  (p(«)]  la  fonction  dérivée  deF[x,  r,G,  rt,(p(rt)J, 
prise  relativement  à  a  seul,  il  est  facile  de  voir  qu'en  faisant 

F'[rt,  cp(rt)]  =  o, 

les  équations  dérivées  de  la  proposée,  prises  relativement  à  x  et  à  r, 
seront  les  mêmes,  a  étant  variable,  que  si  elle  ne  variait  pas;  que,  par 
conséquent,  l'équation  du  premier  ordre,  déduite  de  celle-ci  par  l'éli- 
mination de  a  et  <p(a),  sera  encore  la  même. 
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Il  est  visible  que  l'équation 

n'est  autre  chose  que  l'équation  ci-dessus 

en  faisant 

b  =  ç(a). 

De  cette  manière,  on  aura  donc  aussi  une  espèce  d'équations  primi- 
tives singulières,  mais  plus  générales  que  l'équation  primitive  propo- 
sée, à  raison  de  la  fonction  arbitraire  qu'elles  contiendront. 

Si  donc  on  a  une  équation  du  premier  ordre  à  trois  variables,  telle 
que 

on  peut  supposer  qu'elle  ait  pour  équation  primitive 

F{x,j;z,a,b)  —  o, 

OÙ  a  et  b  soient  deux  constantes  arbitraires. 

Nous  appellerons  celle-ci  équation  primitive  complète,  à  raison  des 
deux  constantes  arbitraires  qu'elle  contient,  et  qui  ne  peuvent  dispa- 
raître que  par  le  moyen  de  ses  deux  dérivées.  S'il  arrivait  que  les  deux 
constantes  s'en  allassent  à  la  fois  au  moyen  d'une  seule  de  ces  déri- 
vées, elles  ne  pourraient  alors  tenir  lieu  que  d'une  seule  constante,  et 
l'équation  primitive  ne  serait  pas  complète. 

Dès  qu'on  aura  trouvé  une  équation  primitive  complète,  on  en  pourra 
déduire  une  autre  plus  générale,  et  qui  contiendra  une  fonction  arbi- 
traire. 

Car  il  n'y  aura  qu'à  faire 

b  =  {p(a) 

et  à  déterminer  ensuite  a  par  la  condition 

Nous  nommerons  celle-ci  équation  primitive  générale,  pour  la  distin- 
guer de  la  précédente. 

X.  43 


338  LEÇONS  SUR  LE  CALCUL 

Enfin,  la  même  équation  primitive  complète  donnera  encore  V équa- 
tion primitive  singulière,  en  déterminant  a  et  b  en  fonction  de  x,  y,  :? 
par  les  deux  conditions 

F'(«)=ro,         F'{b)  =  o. 

Par  exemple,  nous  avons  vu  plus  haut  que  l'équation  du  premier 
ordre 

a  pour  équation  primitive  complète 

z  =  ax  -4-  by. 
Pour  en  déduire  l'équation  primitive  générale,  on  fera 

b  =  (f[a], 

et  l'on  prendra  les  fonctions  dérivées  par  rapport  à  a  seul;  on  aura  les 

deux  équations 

z  ^  a.v  +  X  (f{a),         X  ~\- y  cp'[a)  =  o, 

d'où  il  faudra  éliminer  a;  comme  la  fonction  9(a)  est  arbitraire,  on 
peut,  en  lui  donnant  différentes  formes,  en  déduire  une  infinité  d'équa- 
tions primitives  complètes  diff'érentes,  avec  deux  constantes  arbitraires. 
Soit,  par  exemple, 

les  deux  équations  deviendront 


la  seconde  donne 


a 


r 

et  cette  valeur,  substituée  dans  la  première,  la  réduit  à 

/  y. 

qui  est  l'autre  forme  d'équation  primitive  que  nous  avions  trouvée. 
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On  pourra,  de  la  même  manière,  en  trouver  tant  d'autres  qu'on 
voudra;  mais  il  est  remarquable  que  la  première  équation  primitive 
complète,  d'où  l'équation  primitive  générale  a  été  déduite,  n'y  est 
jamais  comprise. 

Ainsi,  il  est  impossible  de  déterminer  la  fonction  ç(a)  de  manière 
que  les  deux  équations 

z  =  ax -h}'  <f[a),         or -f- j  cp'(a)  =  o 

donnent  celle-ci 

z  =  Ax  -h  hy, 

A  et  B  étant  des  constantes  arbitraires. 

Car  supposons  la  cbose  possible;  en  substituant  dans  la  première  la 
valeur  de  z,  on  aura  à  satisfaire  à  ces  deux  équations 

Ax +  Bf=  ax -h  f  (f>{a],         x  +  y  :f>'[a)  =  o. 

La  seconde  donne 

x  =  —  y^'{a); 

cette  valeur,  substituée  dans  la  première,  la  rend  divisible  par  j,  et  il 

en  résulte 

B  —  A  (f>'[a)  =^  (f>[a]  —  a  ca'[a), 

d'où  l'on  tire 

divisant  par  <p(a)  —  B,  on  a  l'équation 


(f[a)  —  B       a  —  A 

dont  chaque  membre  est  une  fonction  dérivée  exacte. 

La  fonction  primitive  du  premier  membre  est  /[9(a)  —  B],  et  celle 
du  second  membre  est  l{a  —  A),  la  caractéristique  /  dénotant  le  loga- 
rithme hyperbolique  (Leçon  IV);  donc,  prenant  les  fonctions  primi- 
tives et  ajoutant  la  constante  arbitraire  Ik,  on  aura 

/[cp(a)-B]  =  /(«-A)  +  /A-, 
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d'où  l'on  tire 

cp(a)-B  =:/»•(«  — A) 

et,  par  conséquent, 

cp(a)  =  B  +  /r(«  —A). 

Telle  devrait  donc  être  la  forme  de  la  fonction  ^(a);  d'où  l'on  déduit 

Ces  valeurs  étant  maintenant  substituées  dans  les  deux  équations  ci- 
dessus,  elles  deviendront 

[a  —  A)  [x  -\-  ky]  =  o,         x  +  ky  =  o, 

auxquelles  on  ne  peut  satisfaire  qu'en  faisant 

X  +  ky^=  o, 
ce  qui  ne  donne  rien. 

Jusqu'à  présent  on  avait  cru  que  toute  équation  primitive  qui  satis- 
fait à  une  équation  du  premier  ordre  à  trois  variables,  avec  une  fonction 
arbitraire,  est  aussi  générale  que  celle-ci  peut  le  comporter.  L'exemple 
précédent  met  cette  proposition  en  défaut,  et  nous  prouverons  plus  bas 
la  même  chose  d'une  manière  générale  et  directe. 

Il  est  vrai  que,  dans  le  cas  que  nous  venons  d'examiner,  on  peut 
donner  à  l'équation  primitive  une  forme  plus  simple  et  plus  générale. 

Car,  en  considérant  les  deux  équations 

z=:ax-\-y(j^[a),         o:  +  j  cp'(rt)  =  o, 
on  voit  que  la  seconde  donne 

(l'où  il  résulte  que  a  est  une  fonction  de  -• 

y 

Faisons  donc 


nous  aurons 


'«'=*(?) 
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mais  il  faudra  qu'il  y  ait  entre  les  fonctions  "|'(~)  ^t  <î»(^)  une  rela- 
tion dépendante  de  l'équation 


,-(„)=- ^, 


En  effet,  si,  en  regardant  a  comme  une  variable,  on  prend  les  fonc- 
tions dérivées  relativement  à  la  quantité  — •>  les  équations 


donneront 


,  cp(«l  =  <I>    "^ 


a'  *'(a]  =  (!)'(-), 


donc,  substituant  dans  la  seconde,  pour  a'  et  pour  9'(a),  leurs  valeurs, 
on  aura  l'équation  de  condition 


j^'^)-''i§)- 


Maintenant  la  première  équation  devient,  par  la  substitution  des 
valeurs  de  a  et  de  <p(a), 


2  -^  ^  4^  (j:)  +  r  '^'  (j 


et,  si  l'on  met  cette  équation  sous  la  forme 
il  est  visible  qu'elle  se  réduit  à  celle-ci 


Z=:X^[^ 


La  fonction  ^  (  — ]  demeure  absolument  arbitraire,  puisque  les  deux 
fonctions  6  (  — )  et  —  4»  (  — l  ne  forment  qu'une  fonction  de  —5  en  sorte 
que  la  relation  trouvée  entre  ces  fonctions  devient  ici  inutile. 
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Et  il  est  bon  de  remarquer  que  cette  dernière  solution  est  précisé- 
ment celle  que  l'on  trouve  directement  par  la  méthode  générale  expo- 
sée plus  haut  pour  les  équations  du  premier  ordre  de  la  forme 

^-  M  (  -\  =  N. 


Cav  l'équation  proposée 


^=-l?j+r^p). 


étant  divisée  par  œ  et  comparée  à  la  formule  précédente,  donne 


M=^,  N=-, 

X  X 


de  sorte  que  les  deux  équations  particulières 

j'  — M;r' =r  o,  s'  — N^'=o 

deviennent 


/ 

rx 

zx 

7  - 

X 

z  - 

X 

=  o. 

Chacune  de  ces  deux  équations,  étant  divisée  par  x,  devient  une 
dérivée  exacte,  et  l'on  a  les  deux  primitives 


X 

-  =  b. 

X 

On  a  ainsi 

X 

^=h 

d'où  résulte  l'équation  primitive 


T=WÇ). 


qui  s'accorde  avec  celle  que  nous  venons  de  trouver. 

On  voit  aussi  que  cette  forme  renferme  l'équation  complète 

z  =  ax  -\-  by  ; 
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rar  il  n'y  a  qu'à  supposer 

Si  l'on  avait  l'équation  du  premier  ordre 
la  caractéristique/dénotant  une  fonction  quelconque  donnée  des  deux 


fonctions  dérivées  (~,)'  (-7)'  o'i  trouverait  aisément  pour  sou  équa- 
tion primitive  complète  l'équation 

z  —  ax  +  by-\-f[n,b), 

a  Qi  b  étant  deux  constantes  arbitraires. 

En  effet,  en  prenant  les  deux  dérivées  de  cette  équation  par  rapport 
à  j:^  et  à  r,  on  a 

et,  substituant  ces  valeurs  de  a  et  h,  il  vient  l'équation  proposée. 
Maintenant,  pour  trouver  l'équation  primitive  générale,  il  n'y  aura 

qu'à  faire 

6  =  cp(a), 

et  déterminer  ensuite  a  par  la  dérivée,  prise  relativement  à  a  seul. 
Ainsi  on  aura  le  système  des  deux  équations 

z  =  ax  +y  cp(a)  4- /[a,  9(«)],         x  -\-  y  ^'[a]  +/'[«,  9(«)]  =  o. 

Enfin,  pour  avoir  l'équation  primitive  singulière,  on  éliminera  a  et  b 
au  moyen  des  deux  dérivées,  l'une  par  rapport  à  a,  et  l'autre  par  rap- 
port à  b.  Ces  dérivées  sont 

x-\-f'[a)  =  o,        j--hf'{b]=o. 

Comme  l'élimination  de  a  et  ^  est  impossible  tant  qu'on  ne  parti- 
cularise pas  la  fonction /(a,  b),  si  à  la  place  des  variables  x  el  y  on 
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introduit  les  deux  variables  a  et  h,  on  aura 

et  de  là 

z=f[a,b]-af'{a]-bf'[b] 

pour  l'équation  primitive  singulière. 

Si  l'on  considère  ces  trois  espèces  d'équations  primitives,  il  est 
facile  de  voir  qu'elles  sont  essentiellement  distinctes  l'une  de  l'autre, 
et  que  chacune  d'elles  ne  peut  être  renfermée  dans  aucune  des  deux 
autres,  ni  les  renfermer;  car,  dans  la  première,  les  quantités  a  et  h  sont 
constantes,  au  lieu  qu'elles  deviennent,  dans  la  seconde  et  dans  la 
troisième,  des  fonctions  différentes  des  variables  x,  y,  z. 

Mais  on  peut  s'en  convaincre  d'une  manière  plus  sensible,  par  la 
considération  des  surfaces  représentées  par  ces  différentes  équations 
primitives.  Pour  cela,  je  considère  d'abord  l'équation  générale  du  plan 

z  =:!■  ax  +  by  +  c, 

dont  la  position  par  rapport  aux  trois  plans  rectangulaires  des  x,  y, 
des  X,  z  et  des  j,  z  est  déterminée  par  les  constantes  a,  h,  c. 

Car  il  est  facile  de  prouver  que  a  est  la  tangente  de  l'angle  que  l'in- 
tersection de  ce  plan  avec  le  plan  des  x  ç,iz  fait  avec  l'axe  des  x\  que  h 
est  la  tangente  de  l'angle  que  l'intersection  du  même  plan  avec  l'autre 
plan  des  j  et  :;  fait  avec  l'axe  de  y  ;  enfin  que  ce  plan  passe  par  le  point 
de  l'axe  des  :;,  qui  est  éloigné  de  l'origine  commune  des  trois  axes  de 
la  quantité  c.  Ainsi  on  peut  regarder  a,  h,  c  comme  les  éléments  du 
plan,  puisque  sa  position  par  rapport  aux  axes  des  x,  y,  z  en  dépend 
entièrement. 

Si  l'on  combine  l'équation  du  plan  avec  ses  deux  dérivées,  prises 
séparément  par  rapport  à  ^  et  j,  on  peut  déterminer  les  valeurs  des 
trois  éléments  a,  h,  c  en  fonctions  de  ^,  jk,  z,  et  l'on  trouve 

Or  nous  avons  démontré  rigoureusement,  dans  la  Tliéoric  des  fonc- 
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lions  analytiques  ('),  que,  par  rapport  à  une  surface  quelconque  dont  on 
a  l'équation  en  £c,y,  -,  les  expressions  précédentes  des  quantités  a,  b,  c 
donnent  également  les  éléments  du  plan  tangent  de  la  surface  au  point 
qui  répond  aux  coordonnées  x,  y,  s;  d'où  il  suit  que  deux  surfaces 
qui,  pour  les  mêmes  coordonnées,  auront  aussi  les  mêmes  valeurs 

des  fonctions  dérivées  (  — |  et  (-7)   se  toucheront  nécessairement  au 

point  qui  répond  à  ces  coordonnées,  puisqu'elles  auront  l'une  et  l'autre 
le  même  plan  tangent. 

Cela  posé,  l'équation  primitive  complète 

V{x,x,z,a,b]  =  o, 

dans  laquelle  a  et  h  sont  des  constantes  arbitraires,  représente  une  sur- 
face dont  la  nature  et  la  position  dépendent  de  ces  constantes;  en  sorte 
qu'en  faisant  varier  ces  constantes  la  surface  variera  aussi  successive- 
ment. 

Or,  si  l'on  fait 

6=cp(«) 

et  qu'on  détermine  a  en  fonction  de  x,  y,  z,  de  manière  que  les  deux 
équations  dérivées  restent  les  mêmes  que  si  a  ne  variait  pas,  ce  qui 
donne  l'équation  primitive  générale,  il  est  visible  que  cette  équa- 
tion représentera  une  surface  tout  à  fait  différente,  mais  qui  aura,  en 
chaque  point,  le  même  plan  tangent  que  si  la  quantité  a  demeurait 


constante,  puisque  les  expressions  des  quantités  i^i  et  (^j  restent 

les  mêmes.  Donc  cette  surface  sera  touchée  en  chaque  point  par  la 
surface  de  l'équation  primitive  complète  qui  répond  à 

b  —  (i^[a], 

et  où  a  aura  une  valeur  constante  déterminée  par  l'équation 

qui  est  la  condition  de  l'équation  primitive  générale,  les  valeurs  de  x, 

(')  OEnvrcs  t/c  Lagrange,  t.  IX. 

X.  44 
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y,  z,  dont  a  devient  fonction,  répondant  au  point  de  contact  des  deux 
surfaces,  et  étant  censées  constantes  par  rapport  aux  surfaces  tou- 
chantes. 

Mais,  en  regardant  a  comme  constante,  l'équation 

F'[rt,  (p(«)]=:0 

représente  aussi  une  surface;  et  son  intersection  avec  la  surface  repré- 
sentée par 

sera  une  ligne  tracée  sur  cette  même  surface,  dont  chaque  point  sera, 
par  conséquent,  un  point  de  contact  des  deux  surfaces  dont  il  s'agit. 
D'où  l'on  peut  conclure  que  la  surface  représentée  par  l'équation 
primitive  générale  sera  touchée,  dans  toute  l'étendue  d'une  ligne,  par 
une  des  surfaces  représentées  par  l'équation  primitive  complète,  dans 
laquelle  on  supposera  l'une  des  constantes 

de  manière  que  l'équation  primitive  complète 

F[^,j,  2,«,  9(fl)'J  =  o, 

OÙ  a  est  constante,  donnera,  en  faisant  varier  successivement  la  valeur 
de  a,  une  infinité  de  surfaces  successives  dont  chacune  aura  une  ligne 
d'attouchement  avec  la  surface  représentée  par  l'équation  primitive 
générale,  et  il  est  aisé  de  concevoir  que  ces  lignes  ne  pourront  être  que 
les  intersections  mutuelles  des  mêmes  surfaces;  que,  par  conséquent, 
la  surface  représentée  par  l'équation  primitive  générale  ne  sera  formée 
elle-même  que  par  toutes  ses  intersections  successives. 

Maintenant  il  est  évident  que  la  nature  de  cette  surface  est  suhor- 
donnée  à  la  fonction  ç(«),  et  qu'elle  n'a  de  contact  qu'avec  celles  des 
surfaces  de  l'équation  primitive  complète 

F(x,j,  z,a,b)  —  o 

pour  lesquelles 

b  =  ^[a]. 

Mais,  si,  en  regardant  a  et  b  comme  variables,  on  les  détermine  par  les 
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deux  équations 

ce  qui  donne  alors  l'équation  primitive  singulière,  la  surface  repré- 
sentée par  cette  dernière  équation  sera  aussi  touchée  par  la  surface  de 
l'équation  primitive  complète,  dans  laquelle  a  et  b  auront  des  valeurs 

constantes,  puisque  les  valeurs  des  expressions  (  — |  et  (  —  j  sont  en- 
core les  mêmes,  soit  que  a  et  b  soient  constantes  ou  variables,  et  les 
points  d'attouchement  pour  des  valeurs  données  de  a  et  i  seront  déter- 
minés par  les  deux  équations 

F'(a)  =  o,         Y'[b)  =  o, 

combinées  avec  l'équation  primitive 

F[x,x,z,a,b)  =  o; 

de  sorte  que,  pour  chaque  valeur  de  a  et  b,  il  n'y  aura  qu'un  point  de 
contact  déterminé;  d'oi^i  il  est  aisé  de  conclure  que  la  surface  [repré- 
sentée par  l'équation  primitive  singulière  ne  sera  touchée  en  chacun 
de  ses  points  que  par  une  des  surftices  de  l'équation  primitive  com- 
plète 

F{x,y,z,a,b]  =  o, 

mais  qu'elle  sera  touchée  par  toutes  celles  qui  peuvent  être  représen- 
tées par  cette  équation,  en  donnant  k  a  et  b  des  valeurs  constantes 
quelconques;  de  sorte  qu'on  pourra  regarder  cette  même  surface  comme 
formée  par  l'intersection  mutuelle  et  continuelle  de  toutes  les  surfaces 
dont  nous  parlons,  en  faisant  varier  successivement  les  valeurs  des 
constantes  a  et  b. 

Cette  théorie  n'est,  comme  l'on  voit,  qu'une  généralisation  de  celle 
que  nous  avons  donnée  dans  la  Leçon  XVIII,  sur  les  courbes  représen- 
tées par  les  équations  primitives  ordinaires  ou  singulières  des  équations 
du  premier  ordre  à  deux  variables. 

L'équation  primitive  complète 

z  =  ax-\-  br-hf[a,  b), 
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que  nous  avons  traitée  plus  haut,  représente,  comme  l'on  voit,  un  plan 
dont  la  position  dépend  des  deux  constantes  a  et  b. 

Si  l'on  fait 

6  =  cp(a) 

et  qu'on  détermine  a  par  l'équation 

;tr  +  j  (p'(a) +/'[«,  cp(fl)]  =  o 

pour  avoir  l'équation  primitive  générale,  la  surface  représentée  par 
cette  équation  sera  touchée  et  formée  par  l'intersection  mutuelle  et 
successive  de  tous  les  plans  représentés  par  l'équation 

z  =  ax-hy(f[a)-i-f[a,(f>{a)], 

en  donnant  successivement  à  a  toutes  les  valeurs  possibles,  et  cette 
surface  sera  développable  dans  le  sens  le  plus  étendu. 
Mais,  si  l'on  détermine  a  et  ^  par  les  deux  équations 

x+f'{a)  =  o,         y+f'[b)  =  o, 

ce  qui  donne  l'équation  primitive  singulière,  la  surface  représentée 
par  cette  dernière  équation  sera  formée  et  touchée  par  tous  les  plans 
qui  peuvent  être  représentés  par  l'équation 

z  =  ax  +  by+f{a,b), 

en  donnant  successivement  ka  ei  b  toutes  les  valeurs  successives  pos- 
sibles. 

Et  toutes  ces  différentes  surfaces  seront  représentées  à  la  fois  par 
l'équation  du  premier  ordre 


=  K^)-(7)-4(^}(7)]' 


On  peut  voir,  dans  les  écrits  de  Monge,  la  théorie  de  la  génération 
des  surfaces  et  des  équations  qui  peuvent  les  représenter,  développée 
dans  toute  son  étendue,  et  avec  des  considérations  particulières  et 
ingénieuses  qui  lui  appartiennent. 
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Lorsque  l'équation  du  premier  ordre  renfermera  plus  de  trois  varia- 
bles, on  pourra  aussi  la  supposer  déduite  d'une  équation  entre  ces 
mêmes  variables,  et  autant  de  constantes  arbitraires  qu'il  y  aura  de 
variables  moins  une;  car  alors  cette  équation  fournira  autant  d'équa- 
tions dérivées  qu'il  y  aura  de  constantes,  par  lesquelles  on  pourra,  en 
éliminant  ces  constantes,  parvenir  à  l'équation  du  premier  ordre. 

L'équation  avec  les  constantes  arbitraires  sera  donc  l'équation  pri- 
mitive complète  de  l'équation  du  premier  ordre;  et  l'on  en  pourra  dé- 
duire des  équations  primitives  plus  ou  moins  générales  par  la  variation 
de  ces  constantes,  en  supposant  l'une,  ou  quelques-unes  d'entre  elles, 
fonctions  de  toutes  les  autres,  et  les  déterminant  par  les  équations 
dérivées  prises  par  rapport  h  chacune  de  celles-ci. 

Enfin  si,  sans  établir  aucun  rapport  entre  ces  constantes,  on  les 
détermine  toutes  par  les  équations  dérivées  prises  par  rapport  à  cha- 
cune d'elles  en  particulier,  on  aura  l'équation  primitive  singulière; 
car,  par  ces  déterminations,  les  équations  dérivées  resteront  les  mêmes, 
et  le  résultat  de  l'élimination  sera,  par  conséquent,  le  même  que  si  les 
variables  étaient  demeurées  constantes. 

Ainsi  l'équation  entre  quatre  variables  t,  x,  y,  z  et  trois  constantes 

a,  b,  c, 

¥{l,x,x,z,a,b,c)  =  o, 

sera  la  primitive  complète  de  l'équation  du  premier  ordre  entre  /,  x, 
Y,  Z  et  les  trois  fonctions  dérivées  \~r]i  (-7)'  (~)'  déduites  des  trois 
dérivées  prises  par  rapport  à  t,  x,  y, 

en  éliminant,  par  leur  moyen,  les  trois  constantes  a,  b,  c. 
De  là,  en  regardant  a,  b,  c  comme  variables,  et  faisant 

c  =  o[a,b), 
on  aura  l'équation  primitive  générale  par  les  deux  équations  dérivées 
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relatives  a  a  eib, 

¥'{a)  +  (p'(«)  F'(c)  =  o,         F[b)  +  cf'{b)  F'(c)  =  o, 
et,  si  l'on  fait  à  la  fois 

on  aura  une  autre  équation  primitive  moins  générale,  en  déterminant  a 
par  l'équation  relative  à  a 

F(rt)  +  ^'{«)  F'(6)+9'(«)  F'[c)=o. 

Enfin  on  aura  l'équation  primitive  singulière  par  les  trois  équations 
dérivées  relatives  à  a,  h,  c, 

F'(«)  =  o,         F'(è)=o,         F'(c)=:o. 

On  voit  par  là  qu'en  général  toute  équation  du  premier  ordre  entre 
trois  variables,  dont  une  est  censée  fonction  des  deux  autres,  peut 
avoir  pour  équation  primitive  une  équation  entre  ces  mêmes  variables, 
contenant  une  fonction  arbitraire;  que  toute  équation  du  premier 
ordre  entre  quatre  variables,  dont  une  sera  censée  fonction  des  trois 
autres,  pourra  avoir  pour  équation  primitive  une  équation  entre  ces 
quatre  variables,  contenant  une  fonction  arbitraire  de  deux  quantités 
formées  de  ces  variables,  et  ainsi  de  suite  :  l'introduction  de  ces  fonc- 
tions arbitraires  dans  les  équations  primitives  et  leur  évanouissement 
dans  les  équations  dérivées  sont  le  vrai  caractère  qui  distingue  les  équa- 
tions dérivées  à  plusieurs  variables  de  celles  qui  n'ont  que  deux  varia- 
bles, et  où  l'équation  primitive  n'admet  que  des  constantes  arbitraires. 

Nous  avons  donné  plus  haut  une  méthode  directe  pour  trouver  l'é- 
quation primitive  de  toute  équation  du  premier  ordre  à  un  nombre 
quelconque  de  variables,  lorsque  les  fonctions  dérivées  n'y  passent 
pas  le  premier  degré.  On  peut,  par  une  considération  fort  simple,  que 
j'ai  proposée  il  y  a  longtemps  [^Mémoires  de  Berlin  de  1772  (  ')],  rendre 
toute  équation  du  premier  ordre  à  trois  variables  susceptible  de  cette 
méthode.  Mais  il  se  présente  alors,  dans  l'application  de  la  même  mé- 

(')  OEuvres  de  Lagia/igc,  t.  III,  p.  54y. 
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tlîode,  des  difficultés  qui  ont  échappé  à  ceux  qui  ont  déjà  fait  cette 
application,  et  que  je  n'ai  pas  cherché  à  résoudre  dans  la  Théorie  des 
fonctions  ('),  en  traitant  le  même  sujet,  parce  que  je  n'avais  encore 
rien  trouvé  de  satisfaisant.  C'est  ce  qui  m'engage  à  revenir  sur  cet 
objet  pour  n'y  plus  rien  laisser  à  désirer. 
Faisons,  pour  plus  de  simplicité, 

?)=''•     (?)=*^ 

toute  équation  du  premier  ordre  à  trois  variables  sera  représentée  par 

¥[x,x,z,p,q)  =  o, 
et  l'on  aura  la  formule 

à  laquelle  il  faudra  satisfaire  par  le  moyen  de  l'une  des  indéterminées 
/;  et  q,  l'autre  étant  donnée  par  l'équation  du  premier  ordre. 

Comme  les  quantités/?  et  q  ne  peuvent  être  que  des  fonctions  de  x, 
y,  z,  si  l'on  suppose 

p  =  ^[x,x,z),         q  =  c!^[x,y,z], 

on  aura  l'équation 

z'  =  x'  'li{x,y,z)+y'  (f[x,x,z), 

qui  ne  peut  avoir  une  équation  primitive  qu'autant  que  les  fonctions 
désignées  par  '^  et  9  satisferont  à  la  condition 

comme  nous  l'avons  vu  dans  la  Leçon  précédente. 
Or,  puisque 

<])[x,x,z)=p        el        (!^[x,x,z)=q, 
on  aura 

4''(r)-(^)'       ^'(-)  =  (fJ 


?(^J-^    '  9[^  =    ^T)-, 


(')  OEuvies  de  La^range,  t.  IX. 
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donc,  faisant  ces  substitutions,  on  aura,  pour  l'équation  de  condition, 
celle-ci  du  premier  ordre 


ou  bien 


|)-(f>  =  (|)-(|)" 


y-l^)-!^)"-!^)'-- 


L'équation  donnée 
fournit  ces  trois  dérivées,  relatives  à  œ,  y,  z, 

F(z)  +  F'(;;)(^')-f-F'(g)(|;j  =  o, 

par  le  moyen  desquelles  on  pourra  éliminer  les  fonctions  dérivées  de  p 
ou  (le  q. 

Eliminons  celles  de  ^;  on  aura,  par  la  première  et  la  troisième, 

_      ¥[x)       Y'[p]  (p' 


^'1  F'(9)       F'(^)  \-^' 

q'\_       Y{z]       F[p)(p' 


l<'[q)        F(<;)   \z' 

et,  substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  ci-dessus  du  premier  ordre, 
elle  deviendra 

F(x)  +p  F(z)  +  F(/>)  (I-!)  +  F(ry)  [!^)j  +  [;,  r[p)  +  q  T[q)-\  (f-'j  -o, 

où  l'on  voit  que  les  fonctions  dérivées  de  l'inconnue/?  ne  sont  qu'à  la 
première  dimension,  la  quantité  q  étant  d'ailleurs  une  fonction  de  /;, 
X,  y,  z,  donnée  par  l'équation 

Y[x,y,z,p,q]  =  o. 
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Lorsqu'on  aura  déterminé,  par  ces  équations,  les  fonctions  p  et  q, 

l'équation 

z'  =  px'  -\-  qy' 

aura  nécessairement  une  équation  primitive,  qui  sera  en  même  temps 
l'équation  primitive  de  la  proposée  du  premier  ordre 


h'-- '-{9)' {§)]="■ 


Comparons  maintenant  l'équation  ci-dessus,  qui  contient  les  fonc- 
tions dérivées  de  p  relativement  aux  trois  variables  x,  v,  z,  avec  la 
formule 


que  nous  avons  déjà  traitée  dans  cette  Leçon,  et  dont  nous  avons  vu 
que  l'équation  primitive  dépend  des  trois  équations  particulières 

x'  —  t'L  =  o,         y'  —  t'U  —  o,         z'—t'^  =  o; 

nous  aurons,  en  prenant  respectivement  les  variables  x,  y,  z,  p  à  la 
place  des  variables  t,  x,  y,  z,  les  valeurs 

F[p]  l<  [p]  F'{p) 

de  sorte  que  les  trois  équations  particulières  deviendront 

r'F{p]--x'¥'[q)  =  o, 
z'r{p)~x'[pF'{p)+qF{q]]^o, 
p'F{p)-i-x'\_F(x)    +pF{z)]  =  o. 

Comme  ces  trois  équations  ne  renferment  que  quatre  variables  x,  y, 
z,  p,  on  pourra  les  réduire  à  une  seule  entre  deux  variables;  ainsi  la 
difficulté  est  rabaissée  aux  équations  de  ce  genre. 

Supposons  donc  qu'on  ait  trouvé  leurs  équations  primitives  qui  ren- 
fermeront nécessairement  trois  constantes  arbitraires  a,  b,c;  on  pourra 
en  tirer  les  valeurs  de  ces  trois  constantes  en  x,  y,  z  etp;  et,  si  l'on 

X.  45 
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dénote  ces  valeurs  par  P,  Q,  R,  on  aura  sur-le-champ,  comme  nous 
l'avons  démontré,  l'équation 

R  =  ?(P,Q) 

pour  l'équation  primitive  de  l'équation  du  premier  ordre  en  x,  y,  z 
et  p,  la  fonction  (p(P,  Q)  étant  une  fonction  arbitraire  quelconque  de  P 
et  de  Q. 

Cette  équation,  combinée  avec  l'équation  donnée 

F{x,y;z,p,q)  —  o, 

donnera  les  valeurs  de  p  et  q  en  -r,  y,  z,  qui,  étant  substituées  dans 

l'équation 

z'  =  px'  +  qy', 

la  rendront  susceptible  d'une  équation  en  x,  y,  z,  qui  sera  l'équation 
cherchée. 

Comme  jusqu'ici  rien  ne  limite  la  fonction  9(P,Q),  il  s'ensuivrait 
({ue  l'équation  primitive  d'une  équation  du  premier  ordre  à  trois  va- 
riables pourrait  renfermer  une  fonction  arbitraire  de  deux  quantités, 
tandis  que,  dans  les  cas  que  nous  avons  examinés,  nous  n'avons  jamais 
trouvé  que  des  fonctions  arbitraires  d'une  seule  quantité  ;  il  est  d'ailleurs 
facile  de  se  convaincre  qu'il  est  impossible  de  faire  disparaître  d'une 
équation  à  trois  variables  une  fonction  arbitraire  de  deux  quantités, 
par  le  moyen  de  ses  deux  équations  dérivées. 

Cette  difficulté,  je  l'avoue,  m'a  longtemps  tourmenté;  enfin  je  suis 
parvenu  à  la  résoudre  par  les  considérations  suivantes. 

Je  remarque  d'abord  que,  comme  les  trois  équations 

V  =  a,        Q  =  b,         R  =  c 

satisfont,  par  l'hypothèse,  aux  trois  équations  du  premier  ordre 

yr[p)-x'¥'[q)   =o, 
z'F'[p)~x'[pF'{p)+q¥'{q]]  =  o, 

p'F'{p)  +  x'l    F'{x)+pF'{z)]=:o, 
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avec  les  constantes  arbitraires  a,  h,  c,  si  l'on  tire  de  ces  mêmes  équa- 
tions 

les  valeurs  de  x,  y,  z  en  fonction  de  p,  et  qu'on  les  substitue  dans  les 
équations  précédentes,  elles  deviendront  nécessairement  identiques; 
de  sorte  que,  par  ces  substitutions,  les  premiers  membres  des  équa- 
tions dont  il  s'agit  deviendront  identiquement  nuls,  quelles  que  soient 
les  valeurs  de  p,  a,  b,  c.  En  général,  comme  les  variables  x,  y,  ::,  p 
sont  regardées  comme  indépendantes,  il  sera  indifférent  de  substituer 
les  valeurs  de  trois  de  ces  variables  exprimées  en  fonctions  de  a,  h,  c 
et  de  la  quatrième  variable. 

Or  le  premier  membre  de  la  première,  étant  multiplié  par  q  et 
retranché  du  premier  membre  de  la  seconde  des  mêmes  équations, 

donne 

Y[p).[z'~px'-qf]. 

Donc,  si  dans  la  formule  z'  —  px'  —  qy'  on  fait  les  mêmes  substitu- 
tions des  valeurs  de  x,  y,  z  enp,  le  résultat  sera  encore  identiquement 
nul. 

A  la  place  des  variables  x,  y,  z  on  peut,  sans  nuire  à  la  généralité, 
introduire  les  quantités  a,  b,  c,  regardées  comme  variables,  en  conser- 
vant les  mêmes  expressions  de  x,  y,  z  en  a,  b,  c.  Alors,  dans  la  for- 
mule z'  —px'  —  qy',  les  termes  provenant  de  la  variabilité  de  p  se 
détruiront  mutuellement,  puisque  ces  mêmes  expressions  rendent  cette 
formule  nulle  dans  le  cas  où  a,  b,  c  sont  constantes;  elle  deviendra 
donc  de  la  forme  Aa'-h  B6' +  Ce',  dans  laquelle  A,  B,  C  seront  des 
fonctions  de  p,  a,  b,  c. 

Donc  l'équation 

z'  —  px'  —  qy'  =  o 

deviendra 

Aa'+B6'+Cc'  =  o; 

et  la  condition  qui  doit  la  rendre  susceptible  d'une  équation  primitive 
sera,  par  ce  que  nous  avons  trouvé, 
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puisque  la  substitution  des  valeurs  de  x,  y,  z  en  p,  a,  b,  c  donne 

P  =  a,        Q  =  b,        R  =  c, 

d'où  ces  valeurs  sont  supposées  tirées. 

Or,  en  prenant  les  fonctions  dérivées,  on  a 

c'  =  a'  (f'[a)  +  b'  (^'[b). 

Donc,  faisant  ces  substitutions,  l'équation 

[A  +  C  <p'(a)]  a'-i- [B  +  C  <p'(fe)]  6' =  o 

aura  nécessairement  une  équation  primitive,  ce  qui  ne  peut  avoir  lieu 
qu'autant  que  la  variable  /;  disparaîtra  d'elle-même  de  l'équation, 
puisque  sa  fonction  dérivée//  a  déjà  disparu. 

Alors  l'équation  sera  entre  les  deux  seules  variables  a  et  b,  et  aura 
toujours  une  équation  primitive,  par  laquelle  b  deviendra  fonction  de  a 
seul  ;  et  cette  fonction  sera  arbitraire,  à  cause  de  la  fonction  arbitraire 
ç(a,  b). 

Ainsi  les  deux  quantités  beic  seront  nécessairement,  l'une  et  l'autre, 
fonctions  de  a  seul;  mais  il  faudra  qu'elles  satisfassent  à  l'équation 

A«'  +  B6'  +  Cc'=o. 

Soient  donc 

6  =  4i(«),         c  =  <i^[a]; 

en  les  substituant  dans  cette  équation,  on  aura 

A  +  B^P'(fl)  4-C  cp'(rt)  =  o; 

ce  qui  donne  une  relation  entre  les  deux  fonctions  ç (a)  et  ^[a],  et  il 
en  restera  une  d'arbitraire. 

Maintenant,  si  l'on  remet  pour  a,  b,  c  leurs  valeurs  P,  Q,  R,  on  aura, 
pour  l'équation  primitive  cherchée,  le  système  des  deux  équations 

Q  =  ^(P),        R  =  9(P); 

d'où,  en  éliminant/?,  on  aura  une  équation  en  x, y,  z,  avec  une  fonc- 
tion arbitraire. 
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Telle  est  la  solution  directe  et  complète  du  problème;  mais  nous 
verrons  qu'on  peut  la  simplifier  dans  plusieurs  cas. 
Prenons  pour  exemple  l'équation  du  premier  ordre 


-3    \     I  Z' 

Z 

.x'j    \Y' 


On  aura  ici 

Y[x,y',z,p,q]=zz  —  pq=:io; 

donc 

F'(^)  =  o,        F'(r)  =  o,        F'(z)  =  >,        V[py=.-q,        V'[q)=.-p; 

et  les  trois  équations  du  premier  ordre  en  oc,  y,  z,p  deviendront 

—  qX  +  px'  =  O,  —  Ç2'+  2/?g^'=  O,  —  qp'  +  px'  =:z  O. 

Or  l'équation 

z=zpq 

donne 

donc  les  trois  équations  dont  il  s'agit  deviendront 

zy'  —  p^x'=:o,         z' — 2px'  =  o,         zp' — p-x'^^o, 

et  l'on  pourrait  faire  l'une  des  fonctions  dérivées  a;',  y',  z',p'  égale  à 
l'unité. 

La  première  et  la  dernière  donnent 

/  =  /; 

d'où  l'on  tire  l'équation  primitive 

,  r  =  /^  +  «' 

a  étant  une  constante  arbitraire. 

Ensuite  la  seconde  et  la  troisième  donnent 

pz'  =  2Zp', 

savoir, 

z'  _  -j.p' 
z-    p   ' 
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les  fonctions  primitives  logarithmiques  sont 

Iz  =  Ip-  -{-  Ib, 
d'où  l'on  tire 

z  —  bp^, 

h  étant  une  constante  arbitraire. 

Enfin,  si  dans  la  première  on  substitue/)'  pour  y'  et  bp-  pour  z,  on 
a,  en  divisant  par/)', 

bp  —  x'  ^  o; 

d'où  l'on  déduit,  en  prenant  les  fonctions  primitives, 

X  ^=bp  -\-  c, 

r  étant  la  troisième  constante  arbitraire. 

Ainsi  on  aura,  en  dégageant  les  valeurs  de  ces  constantes, 

Maintenant,  si  dans  l'équation 

z'  —  px'  —  qy'  =:  o 

on  substitue  pour  q  la  valeur  -■,  elle  devient 

z  —  px ^^  =;  o. 

p 

Et  si,  à  la  place  de  x,  y,  z,  on  y  met  les  expressions  trouvées  ci-des- 
sus en /;,  a,  h,  c,  en  regardant  les  quantités  a,  b,  c  comme  variables, 
on  a  la  transformée 

p-b'  -\-  1  bpp'  —  p-b'  —  bpp'  —  pc'  —  bpp'  —  bpa!  =  o, 

qui,  en  effaçant  ce  qui  se  détruit  et  divisant  ensuite  par/),  se  réduit  à 

c'  +  ba'  =  o. 

Donc,  faisant 

b=z']^[a],         c  =  cp(a), 

on  aura 

cp'(a)  4-  ^'(«j  =  o; 
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•e  qui  donne 

Ainsi  on  aura  le  système  de  ces  deux  équations 


savoir, 


p  p 


d'où  il  faudra  éliminer/;,  et  la  fonction  <p(j^/')  demeurera  arbitraire. 
Nous  ferons  ici  une  remarque  importante  :  lorsqu'on  a  trouvé  deux 
équations  primitives  renfermant  deux  constantes  arbitraires,  comme 

y=p-\-a        et        z  =  bj)-, 

on  pourrait  croire  qu'en  éliminant/;  on  aurait  une  équation  primitive 
avec  deux  constantes  arbitraires,  qui  serait,  par  conséquent,  l'équation 
primitive  complète  de  la  proposée,  et  d'où  l'on  pourrait  ensuite  tirer 
l'équation  primitive  générale  avec  une  fonction  arbitraire. 
On  aurait,  de  cette  manière,  l'équation 

z  =  b{r-ay^. 

Mais  il  est  facile  de  se  convaincre  qu'elle  ne  satisfait  pas  à  la  pro- 
posée 

car  elle  donne 


i^- 


Il  en  serait  de  même  si  l'on  employait,  pour  cbasser/;,  la  seconde  et 
la  troisième  équation;  on  aurait  alors 

c  ^  X  —  y/62 , 

savoir, 

{x-_c)l 

Z-  ^— , 

ce  qui  donnerait 

^1—0. 
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Mais,  si  l'on  employait  la  première  et  la  dernière,  on  aurait,  par  l'éli- 
mination de  p. 


o  — ■  .A 

y- a 

d'où  l'on  tire 

z  ^^[x  — 

-c){r- 

cette  expression  donne 

(?)=^-"' 

(^) 

X  —  c, 


valeurs  qui  satisfont  à  la  proposée. 

La  raison  de  cette  espèce  de  bizarrerie  se  trouve  dans  l'équation 
donnée  plus  haut 


c  4-  ba'  =  o. 

Elle  fait  voir  que  les  deux  quantités  a  et  c  peuvent  être  constantes 
ensemble;  que,  par  conséquent,  les  deux  équations 

P  =  «        ei        K  =  c 

ont  lieu  à  la  fois,  de  sorte  qu'en  éliminant/?  on  a  une  équation  en  ^, 
y,  z  et  les  deux  constantes  arbitraires  a,  c,  qui  sera,  par  conséquent, 
l'équation  primitive  complète  de  la  proposée.  Mais  l'équation  ne  serait 
pas  satisfaite  par  la  simple  supposition  de  a  et  b,  ou  de  b  et  r,  constantes 
ensemble;  d'où  il  suit  que  les  deux  équations 

P  =  «    et    Q  =  6,        ou        Q  =  6    et    R  =  c, 

prises  ensemble,  ne  satisfont  pas  à  la  proposée. 

Au  reste,  on  peut  trouver  l'équation  primitive  complète,  au  moyen 
d'une  seule  de  ces  équations;  car  elle  donne  une  valeur  de/)  en  x,  y,  z 
et  une  constante  arbitraire;  et,  comme  cette  valeur  satisfait  à  l'équa- 
tion du  premier  ordre  en  x,  y,  z  etp,  elle  rendra  l'équation 

z'  —  px'  —  qy'  =  o 

susceptible  d'une  équation  primitive  :  ainsi  il  n'y  aura  qu'à  chercher 
cette  équation  en  y  ajoutant  une  constante  arbitraire,  et  l'on  aura 
l'équation  primitive  complète  avec  les  deux  constantes. 
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Ou  bien  on  tirera  de  l'équation  trouvée  la  valeur  de/j  en  a-,  y,  :;;  et, 
comme 

on  cherchera  l'équation  primitive,  en  ne  regardant  que  z  et  a:  comme 

varia])les.  Cette  équation  pourra  alors  renfermer  une  fonction  arbitraire 

de  y,  qu'on  déterminera  aisément  par  l'équation  proposée;  et,  comme 

celle-ci  est  du  premier  ordre,  la  fonction  de  y  renfermera  au  moins 

une  constante  arbitraire,  de  sorte  qu'on  aura  de  nouveau  une  équation 

primitive  complète  avec  les  deux  constantes. 

Prenons  dans  l'exemple   précédent  la  première  équation   P  —  a, 

savoir, 

y-p  =  a. 

Elle  donne 

p—y—a; 

et,  comme  on  a 

z 
q=  -•> 
P 

on  aura 


y  _  a 

Ces  deux  valeurs,  étant  substituées  dans  l'équation 

z'  -  px'—qy'^o,     . 


donnent 


équation  qui,  étant  divisée  par  y  —  a,  a  pour  primitive 


z 

:r  +  f;  ^=  o, 


y  —  a 

OÙ  c  est  la  nouvelle  constante  arbitraire. 

Or  cette  équation  est  la  même  que  nous  avons  trouvée  ci-dessus  par 

l'élimination  de/). 

La  même  équation 

p  =y  -  « 
X.  46 
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devient,  en  substituant  pour/^  sa  valeur  (— )' 

Comme  il  n'y  a  ici  que  la  fonction  dérivée  de  ::  relativement  à  .r,  on 
peut  ôter  les  parenthèses  et  mettre  l'équation  sous  la  forme 

dont  l'équation  primitive,  en  regardant  y  comme  constante,  est 

z  =  (x~  a)  [x  —  Y), 

Y  étant  une  fonction  quelconque  de  y. 

Cette  valeur  donne,  en  prenant  les  fonctions  dérivées  par  rappoi-t 
à  a:  et  y, 

Substituant  ces  expressions  dans  la  proposée 

^  =  (?)(7 

on  a 

^y_a)(x~-Y)  =  [x-a)[x-Y)-(f-  a)^Y, 

d'où  l'on  tire 

Y'=o 

et,  par  conséquent, 

Y=c, 

en  prenante  pour  une  constante  arbitraire. 

Ainsi  l'équation  primitive  devient,  comme  ci-dessus, 

Z=:(j  —  a)  [x  —  c). 

Ayant  cette  équation  primitive  complète,  pour  en  tirer  l'équation 

primitive  générale,  on  fera 

c  =  o(«), 

et  l'on  prendra  la  dérivée  par  rapport  à  a  seul  ;  on  aura  ainsi  le  système 
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des  deux  équations 

•2  =  (r-  «)['^  — ?(«)]'         ^  -?(«)  +  (j  — «)  ^'[a)  =  o, 

d'où  il  faudra  éliminer  a. 

Pour  les  comparer  aux  équations  trouvées  ci-dessus  par  la  méthode 
générale,  il  n'y  a  qu'à  les  mettre  sous  la  forme 

X  —  - =:cp(a),  -— ^ -=:cp'(«). 

r-  «  (r-«)' 

Comme  la  quantité  a  doit  être  éliminée,  on  peut  mettre  à  sa  place 
une  quantité  quelconque.  Si  l'on  y  met  sa  valeur  >'—/;,  on  a  les  mêmes 
équations  déjà  trouvées,  d'où  il  faut  ensuite  éliminer/;. 

La  théorie  des  équations  à  plusieurs  variables  des  ordres  supérieurs 
au  premier  est  encore  très  imparfaite. 

Lorsque  ces  équations  admettent  une  équation  primitive  de  l'ordre 
immédiatement  inférieur,  on  peut  les  regarder  comme  provenant  d'une 
équation  primitive  complète  de  ce  dernier  ordre  avec  deux  constantes 
arbitraires,  ainsi  que  nous  l'avons  démontré  pour  les  équations  du 
premier  ordre;  et,  lorsqu'on  connaît,  d'une  manière  quelconque,  cette 
équation  primitive,  on  peut,  par  les  mêmes  principes,  en  tirer  les 
équations  primitives  générales  et  singulières;  mais  on  sait  que,  dès 
le  second  ordre,  il  y  a  une  infinité  d'équations  qui  ne  sont  point  sus- 
ceptibles d'une  équation  primitive  du  premier  ordre,  et  qui  admettent 
néanmoins  une  équation  primitive  absolue  sans  fonctions  dérivées. 
Nous  n'entrerons  point  ici  dans  ce  détail  qui  nous  mènerait  trop  loin, 
et  nous  renvoyons,  pour  ce  qui  regarde  les  équations  de  ce  genre,  aux 
Traités  connus  de  Calcul  différentiel. 
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LEÇON  VINGT  ET  UNIÈME. 


DES  ÉQUATIONS  DE  CONDITION  PAR  LESQUELLES  ON  PEUT  RECONNAITPvE  SI  UNE 
FONCTION  d'un  ORDRE  QUELCONQUE  DE  PLUSIEURS  VARIABLES  EST  UNE  FONCTION 
DÉRIVÉE  EXACTE.  ANALOGIE  DE  CES  ÉQUATIONS  AVEC  CELLES  DU  PROBLÈME  DES 
ISOPÉRIMÈTRES.   HISTOIRE  DE  CE  PROBLÈME.  MÉTHODE  DES  VARIATIONS. 


Toute  fonction  d'une  seule  variable  peut  toujours  être  regardée 
comme  une  dérivée  exacte;  car,  si  elle  n'a  pas  naturellement  une 
fonction  primitive,  on  peut  toujours  en  trouver  une  par  les  séries,  soit 
en  résolvant  la  fonction  donnée  en  série  de  puissances  de  la  variable, 
et  prenant  ensuite  la  fonction  primitive  de  chaque  terme,  soit  en  em- 
ployant la  série  générale  donnée  dans  la  Leçon  XII. 

Il  n'en  est  pas  de  même  pour  les  fonctions  de  plus  d'une  variable; 
et  quoiqu'on  puisse  toujours  s'assurer,  par  les  règles  de  la  dérivation 
des  fonctions,  si  une  fonction  composée  de  différentes  fonctions  déri- 
vées résulte  d'une  fonction  primitive  donnée,  comme  nous  l'avons, vu 
dans  la  Leçon  XIX,  il  est  souvent  difficile  déjuger  si  elle  est  une  dé- 
rivée exacte  d'une  fonction  quelconque  inconnue.  Cet  objet  a  occupé 
les  géomètres  presque  dès  la  naissance  du  Calcul  différentiel;  ils  ont 
cherché  des  caractères  généraux  pour  reconnaître  si  une  fonction  d'un 
ordre  quelconque  peut  être  la  dérivée  exacte  d'une  fonction  de  l'ordre 
immédiatement  inférieur,  ou  même  d'un  ordre  inférieur  quelconque. 
Ce  sont  ces  caractères  qu'on  connaît  dans  le  Calcul  différentiel,  sous 
les  noms  de  conditions  iVintègrahilitè,  et  qu'Euler  et  Condorcet  ont 
réduits  à  des  formules  générales  et  élégantes,  qui  méritent  d'être 
connues. 
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Pour  trouver  ces  formules  de  la  manière  la  plus  simple,  je  commence 
par  considérer  une  fonction  V  de  différentes  variables  ^,y,  z,  ...  et 
de  leurs  dérivées,  dans  laquelle  une  de  ces  variables  r  et  ses  dérivées 
z',  z",  ...  ne  se  trouvent  partout  qu'à  la  première  dimension;  il  est 
clair  que  la  fonction  V  sera  de  cette  forme 

V=zzNz  +  Pz'4-Qs"+R2"'  +  .  .., 

N,  P,  Q,  ...  étant  des  fonctions  de  ^,  j,  ...  et  de  leurs  dérivées  sans  z. 

Rien  n'est  plus  facile  que  de  trouver  les  conditions  nécessaires  pour 
qu'une  fonction  de  cette  forme  soit  une  dérivée  exacte,  indépendam- 
ment d'aucune  relation  entre  la  variable  z  et  les  autres. 

En  effet,  si  l'on  considère  les  fonctions  dérivées  du  produit  de  deux 
quantités  quelconques,  et  qu'on  dénote,  comme  nous  l'avons  proposé 
à  la  fin  de  la  Leçon  II,  par  des  traits  appliqués  aux  parentbèses,  les 
fonctions  dérivées  des  quantités  renfermées  dans  ces  parenthèses,  on  a 

(P2)'  =  Pz'h-P'z; 
donc 

PZ'=(PZ)'-P'2. 

On  a  de  la  même  manière 

Qz"={Q'z'y  -  Q'z',        QV=  [Q'zy  -  Q"z; 

donc 

Qz"=(Qz'y-[Q'zy+Q"z. 

On  trouvera  pareillement 

R2"'=(R3")'-(R'2')'-t-(R"z)'-irz, 

et  ainsi  de  suite. 

Faisant  ces  substitutions  dans  l'expression  de  V,  elle  devient,  en 
ordonnant  les  termes, 

V=(N^P'-l-Q"-R"'-f-...)2 

+  (P^)'-(Q'z)'  +  (R'V)'-... 
+  (Qz')'-(R'z')'+... 

-4-fRc"]'-... 
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Comme  tous  les  termes  de  cette  formule,  à  l'exception  de  ceux  de  la 
première  ligne  qui  se  trouvent  multipliés  par  z,  sont  déjà  des  fonctions 
dérivées  exactes,  il  faudra,  pour  que  la  fonction  V  soit  une  dérivée 
exacte,  que  les  termes  multipliés  par  z,  savoir  : 

(N-P'  +  Q"-R"'^.  ..)- 

forment  ensemble  une  fonction  dérivée  exacte. 

Or  il  est  facile  de  se  convaincre  que  cela  est  impossible  tant  qu'on 
n'établit  aucune  relation  entre  z  et  les  autres  variables.  Donc  il  faudra 
que  ces  termes  disparaissent  d'eux-mêmes  de  l'expression  de  V,  ce  qui 
donnera  l'équation  de  condition 

N-P'  +  Q"-R"'-f-...  =  o, 

laquelle  devra  par  conséquent  être  identique  pour  que  la  fonction  V 
puisse  avoir  en  général  une  fonction  primitive.  Lorsque  cette  condi- 
tion aura  lieu,  la  fonction  primitive  de  V  sera  évidemment 

(P  -  Q'  -h  R"-  ...)  2  -t-  (Q  -  R'  +  ...)='+  (R  -•••)-"  +  •••  • 

En  général,  quel  que  soit  le  nombre  des  variables  contenues  dans  la 
fonction  V,  si  l'une  d'elles  ainsi  que  ses  dérivées  sont  linéaires,  on 
aura  toujours,  relativement  à  cette  variable,  la  même  équation  de  con- 
dition, pour  que  la  fonction  V  devienne  une  fonction  dérivée  exacte, 
indépendamment  d'aucune  relation  entre  ces  variables. 

Après  avoir  résolu  le  cas  des  fonctions  linéaires  par  rapport  à  l'une 
des  variables,  nous  allons  réduire  à  ce  cas  très  simple  la  recbercbe  des 
équations  de  condition  pour  les  fonctions  d'une  forme  quelconque. 

Supposons  qu'une  fonction  V  de  x,  y,  y',  y",  ...  d'un  ordre  quel- 
conque soit  la  fonction  dérivée  exacte  de  la  fonction  U  de  l'ordre 
immédiatement  inférieur,  indépendamment  d'aucune  relation  parti- 
culière entre  ^et  r;  il  est  clair  que,  si  dans  ces  deux  fonctions  on 
substitue  à  la  fois  j  +  oj  à  la  place  de  j,  et  conséquemment  j'-f-o/, 
y"  +  oj",  ...  à  la  place  de  y',  y",  ...,  en  supposant  m  une  fonction 
indéterminée  de  x,  ces  fonctions  continueront  à  être  l'une  la  fonc- 
tion dérivée  exacte  de  l'autre,  puisque  cette  dérivation  ne  dépend  point 
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(le  la  valeur  de  v.  Donc  elles  le  seront  encore  si,  après  ces  substitu- 
tions, on  les  développe  suivant  les  puissances  et  les  produits  de  w, 

I 

Dénotons  par  U  la  totalité  des  termes  du  développement  de  U,  où 
les  quantités  to,  o/,  o/',  ...  ne  se  trouveront  qu'à  la  première  dimen- 
sion; par  Û  la  totalité  des  termes  où  ces  quantités  formeront  deux  di- 
mensions, etc. 

Dénotons  de  même  par  V  la  totalité  des  termes  du  développement 
de  V,  où  les  mêmes  quantités  lo,  o/,  (/', ...  se  trouveront  à  la  première 
dimension;  par  V  la  totalité  des  termes  où  ces  quantités  formeront  deux 
dimensions,  etc. 

I  2  :i 

On    aura  U -i- U  +  U -i- U ,  ...    pour   le   développement  de  U,    et 

Vh-V  +  V  +  Y,  ...  pour  le  développement  de  V. 

Cette  dernière  série  sera  donc  la  fonction  dérivée  exacte  de  la  pre- 
mière; et  il  est  facile  de  voir  que  chaque  terme  de  l'une  devra  être  la 
fonction  dérivée  de  l'autre,  tant  que  les  quantités  co,  o/,  co",  . . .  demeu- 
reront indéterminées;  car,  ces  quantités  n'étant  qu'à  la  première  di- 
mension  dans  la  fonction  de  V,  sa  fonction  primitive  ne  pourra  contenir 

aussi  que  les  premières  dimensions  des  mêmes  quantités;  par  consé- 

'        .       . 
quent  il  n'y  aura  que  le  terme  U  qui  puisse  être  sa  fonction  primitive. 

Jl  en  est  de  même  des  termes  correspondants  V  et  Û,  où  ces  quantités 
montent  à  la  seconde  dimension;  et  ainsi  de  suite. 

Il  faut  donc  d'abord  que  la  fonction  V  soit  une  dérivée  exacte,  indé- 
pendamment d'aucune  relation  entre  œ,  y  et  m. 

Or,  puisque  V  est  la  partie  du  développement  de  V  qui  ne  contient 
que  les  premières  dimensions  de  oj,  o/,  c/,  ...,  il  est  clair  que  cette 
fonction  ne  peut  être  que  de  la  forme 

V  =  No  +  Pw'  +  Qw"+  Ro/'-f  . . ., 

les  coefficients  N,  P,  Q,  ...  étant  des  fonctions  de  x,  y,  y',  y",  ..., 
sans  co.  Ainsi  tout  se  réduit  à  trouver  les  conditions  nécessaires  pour 
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qu'une  fonction  de  cette  forme  soit,  généralement  parlant,  une  dérivée 
exacte. 

On  a  donc  ici  le  cas  que  nous  venons  de  résoudre,  et  il  est  visible 
qu'en  prenant  la  variable  oj  à  la  place  de  z,  et  conservant  les  autres  dé- 
nominations, on  aura  l'équation  de  condition 

N-P'  +  Q"-ir+...  =  o, 

laquelle,  devant  avoir  lieu  d'elle-même   indépendamment  d'aucune 
relation  particulière  entre  x  et  y,  devra  être  entièrement  identique. 
Cette  équation  ayant  lieu,  on  aura  pour  la  fonction  primitive  de  V, 

(P-Q'+R"-...)o)  +  (0-R'4-...)c^'  +  (R-..-)w  "-+-.... 

C'est  par  conséquent  la  valeur  de  la  fonction  U. 

Ayant  ainsi  la  valeur  du  premier  terme  U  du  développement  de  la 
fonction  primitive  U,  on  pourra  en  déduire  les  valeurs  de  tous  les  termes 
suivants  U,  U,  ...  par  les  principes  exposés  dans  la  Leçon  XIX,  en 
regardant  les  quantités  y,  y' ,  y",  . . .  comme  autant  de  variables  indé- 
pendantes; car,  si  l'on  représente  la  quantité  U  par  la  fonction 

F(x,j,/,/',  ...), 

la  fonction 

F(^,J  +  o),J'-^w', /'+(.)",  . ..), 

développée  suivant  les  puissances  et  les  produits  des  quantités  w,  w', 
co",  . . .,  deviendra 

v{x,r,r,r",  •  •  •)  +  ^>  F'(r) -<- «'  f'(/)  ^ ^^"  F'(r")  +•  •  • 
+  i 0)2  F"(j)  +  oo'  F''ir,r')  +  '2'^''  F"(r')  + . . . 
+  ^M^  F"'(j)  +  i «2./  F"''{r,r']  +•  •  • 
■+■ 

Je  ne  renferme  ici  entre  les  crochets,  pour  plus  de  simplicité,  que 
les  quantités  par  rapport  auxquelles  il  faut  prendre  les  fonctions  déri- 
vées indiquées  par  les  accents. 
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On  aura  donc  ainsi 

Ù==  «  F'(j)  +  co'  F'(/)  +  ./'  F'(/')  +.  .  ., 

U  =  i«^  F"  (j)  +  ««'  F'  '(j,  y  )  +  l  6/2  F"(^- )+..., 

Uzzz^o)'  F'-'lj)  +  i6,2co'  F"'' (/,/)+.. ., 


Or,  ayant  trouvé  ci-dessus  la  valeur  de  U,  la  comparaison  des  termes 
multipliés  par  to,  w',  o/',  ...  donnera 

F'(r')  =  0-R'+..., 

F'(/')^R_..., 


Ayant  ainsi  les  fonctions  dérivées  du  premier  ordre  par  rapport  à 
chacune  des  quantités  y,  y',  y",  ...,  on  en  déduira,  par  les  règles 
données,  les  fonctions  dérivées  du  second  ordre  et  des  suivants,  pas- 
rapport  à  chacune  des  mêmes  quantités;  on  aura  par  conséquent  les 
valeurs  des  ternies  suivants  U,  U,  ...  du  développement  de  U.  Or  on 

suppose 

F(.r,r,/,/',  ...)-U, 

et 

F(^,  y  +  co,/+  w',  j"+  w",  ...)==  U  +  Il  +  U  +  IJ  +  ...  . 

Ainsi  on  aura 

¥lx,  y-+-  M, y'  -+-  o)',j)"  -t-  w",  . . .)  —  F{x,  y,  y',  y",  . .   )  =  U  +  U  +  U  + 

Par  conséquent  la  dllfércnce  des  deux  fonctions 

F[x, y +  (,),/  ^ù)',  ..  .]     el     F[x,y,y',  .  .  .] 

sera  donnée  au  moins  par  les  séries. 

Représentons  par 

f[x,y,y,y",  ...) 

la  fonction  proposée  Y  dont  on  a  supposé  que  U  ou  Y{x,y,  y' ,  y",  . . .) 
X.  47 
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est  la  fonction  primitive  ;  on  aura  F(.r,  y  +  w,  y'  +  o/,  y"  -+-  co",  . . .)  pour 
la  fonction  primitive  de/(.r,  y  +  œ, j'-t-co,  r"-ho/',  ...);  donc  la  fonc- 
tion primitive  de/(.r,  y +  0),  y'  +  o/,  y"4- w",  ...)  — /(-x",  r,  JK',.)'",  •••) 
sera  donnée. 

De  ce  que  nous  venons  de  démontrer,  il  suit  : 

1°  Qu'une  fonction  quelconque  de  la  forme /(a% j,  y',  y",  ...)  ne 
peut  avoir  une  fonction  primitive,  indépendamment  d'aucune  relation 
entre  x  et  j,  à  moins  que  l'équation  de  condition 

N-P'+Q"-R'"  +  .  ..  =  0, 

trouvée  ci-dessus,  n'ait  lieu  d'elle-même; 

2"  Que,  toutes  les  fois  que  cette  équation  aura  lieu,  la  fonction 

/(jt-,j +«,/  +  &/,  ;""  +  &/,  ..  .)  -f[x,y,y',y",  ...) 

aura  nécessairement  une  fonction  primitive,  quelle  que  soit  la  valeur 
de  0). 

Faisons  maintenant 0^=  —  y;lafonction/(^,  j-l-(-j,y+o/,yH-w",...) 
se  réduira  à/(a;)  et  aura  par  conséquent  toujours  une  fonction  primi- 
tive, puisqu'elle  ne  contiendra  plus  qu'une  variable.  Donc  aussi  la 
fonction  /(^,  y,/',  y",  ...)  aura  nécessairement  une  fonction  primitive. 

Or,  ayant  supposé  que 

Nm4-Pw'+Qw"+Rw"'-h... 

sont  les  premiers  termes  du  développement  de  la  fonction  proposée  V, 
lorsqu'on  y  augmente  y  de  co,  y'  de  o/,  y"  de  oj",  . . .,  c'est-à-dire  de  la 
fonctiony"(.r,  y +w,  j'-f-o/,  y"4-o/',  ...),  il  est  visible  qu'on  aura,  eu 
conservant  la  notation  adoptée, 

de  sorte  que  l'équation  de  condition  deviendra 

f'ir)  ~  [/'(/]]'  +  [/(/')]"- [/'(/")]'"  +  ■•  =0. 

Cette  formule  est  la  même,  à  la  notation  près,  que  celle  qu'Euler 
avait  trouvée  d'abord  par  une  méthode  indirecte,  tirée  de  la  considé- 
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ration  de  maximis  et  minimis,  et  que  Condorcet  a  ensuite  démontrée 
dans  son  Calcul  intégral.  Nous  venons  de  prouver  non  seulement  que  la 
fonction  proposée  ne  peut  être  une  fonction  dérivée  exacte,  à  moins 
que  l'équation  de  condition  n'ait  lieu,  comme  Euler  et  Condorcet 
l'avaient  trouvée,  mais  encore  que,  si  cette  équation  a  lieu,  la  fonction 
sera  nécessairement  une  dérivée  exacte,  ce  qui  restait,  ce  me  semble, 
à  démontrer;  car  la  démonstration  qu'on  en  trouve  dans  le  tome  XA^ 
des  Novi  Commentarii  de  Pétersbourg  est  si  compliquée,  qu'il  est  diffi- 
cile de  juger  de  sa  justesse  et  de  sa  généralité. 

Si  la  fonction  proposée  contenait  non  seulement  les  variables  .r,  )' 
avec  les  dérivées  y',  y",  . . .,  mais  de  plus  une  autre  variable  z,  fonction 
indéterminée  de  x  avec  ses  dérivées  z' ,  z",  . . .,  on  ferait,  par  rapport  à 
cette  dernière  variable,  des  raisonnements  et  des  opérations  semblables 
à  celles  qu'on  a  -faites  relativement  à  la  variable  y,  et  l'on  parviendrait  à 
une  équation  de  condition  pour  z,  entièrement  analogue  à  celle  (ju'on 
a  trouvée  pour  y. 

Ainsi,  pour  qu'une  fonction  quelconque  de  la  forme 

soit  une  fonction  dérivée  exacte  d'une  fonction  de  l'ordre  inférieur, 
indépendamment  d'aucune  relation  particulière  entre  y  et  ::,  on  aura 
les  deux  écjuations  de  condition 

f[r)  -  [/'(/)]'+[/(/")]"-  [fbnr  +  •  •  .=0, 
.  /(^)--[/(2')]'+[/'(^")]"-[/'(^"')r+---=o- 

Et  réciproquement,  ces  deux  équations  ayant  lieu  d'elles-mêmes,  on 
sera  assuré  que  la  fonction  proposée  est  une  dérivée  exacte,  quelles 
que  soient  les  fonctions  y  et  z. 

Il  se  présente  ici,  avant  d'aller  plus  loin,  une  remarque  importante 
à  faire. 

Lorsqu'on  a  cherché  les  conditions  nécessaires  pour  qu'une  fonction 
donnée  de  x,  y,  y' ,  y",  ...  soit  d'elle-même  une  fonction  dérivée  exacte, 
on  a  regardé  j  comme  une  fonction  de  x,  mais  inconnue;  c'est  pour- 
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(juoi  on  a  supposé  que  la  fonction  donnée  ne  contenait  point  les  déri- 
vées x' ,  x" ,  ...  de  la  variable  x\  car,  suivant  les  principes  de  la 
Leçon  VIÏ,  lorsque  x  est  la  variable  principale  dont  les  autres  sont 

fonctions,  on  peut  faire  x' ^=  r,  et  pur  conséquent  a;"  =  0,  x"  =.  o,  

Cependant  si,  pour  plus  de  généralité,  on  veut  regarder  (ce  qui  est 
toujours  permis  et  ce  qui  a  lieu  surtout  dans  les  problèmes  de  Méca- 
nique) les  variables  x  et  y  comme  fonctions  d'une  troisième  variable  i, 
alors  toute  fonction  dérivée  d'un  ordre  quelconque  de  deux  variables  x, 
y  devra  contenir  également  les  dérivées  de  ces  deux  variables;  et  nous 
avons  donné,  dans  la  Leçon  citée,  les  transformations  nécessaires  pour 
introduire  les  dérivées  de  x  dans  une  fonction  où  l'on  a  supposé  a;'=  1 . 
11  faut  seulement  observer  que,  lorsque  la  fonction  est  censée  être  une 
fonction  dérivée  d'une  autre  fonction  des  mêmes  variables,  il  faut  de 

plus  la  multiplier  par  x' .  Car,  si  V  est  une  fonction  de  x,  y, y',  y" 

où  l'on  a  fait  x' =  i,  laquelle  doive  être  une  fonction  dérivée  d'une 
autre  fonction  U,  on  aura  par  l'hypotbèse  U'  =  V;  et,  pour  détruire  la 
supposition  de  x'=:i,  il  faudra  substituer  à  la  place  des  fonctions 

r     U' 
primes  j'',  U'  les  valeurs  ^5  — r;  à  la  place  de  la  fonction  secondej" 

la  quantité  ■ — -—■>  et  ainsi  des  fonctions  des  ordres  supérieurs,  comme 
on  l'a  vu  dans  la  Leçon  YIl;  ainsi  l'on  aura 

^  =  V,        eidelà        U  =  Yx'. 

X 

Maintenant,  si  l'on  considère  une  fonction  quelconque  de  a;,  j,  x' ,y' , 
x" ,  y",  . . .,  et  qu'on  demande  les  conditions  nécessaires  pour  que  cette 
fonction  soit  une  fonction  dérivée  exacte;  en  représentant  cette  fonc- 
tion par 

f{x,x',x-",  .  ..,y,/,y":...), 

et  faisant,  pour  abréger, 

x=/'(^)-[/'(.r')]'+[/'(^")r-..., 

Y-/(r)-[/(y)]'+[/(r")]""---, 
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on  aura,  par  ce  qu'on  a  démontré  plus  haut,  si  les  deux  variables  x- 
et  r  sont  regardées  comme  indépendantes,  les  deux  équations  X  ^^o  et 
Y  — o,  qui  devront  avoir  lieu  à  la  fois. 

Mais,  si  y  doit  être  une  fonction  de  œ,  alors  en  substituant  o(.r) 
pour  V  et  les  dérivées  de  o{-r),  savoir  :  x'  ç'{^),  x"  <p'(^)  -+-a;'-  (a"{x),  ... 
pour  y,  y",  ...,  il  ftiudra  que  la  fonction  proposée  devienne  simple- 
ment de  la  forme  x'Y{x),  comme  si  l'on  y  faisait  x' =^  i.  Ainsi,  si  l'on 
met  dans  cette  fonction  x-{-l  à  la  place  de  x,  et  qu'on  développe,  en 
ne  tenant  compte  que  des  premières  dimensions  de  E,  elle  deviendra 

x'  ¥{x)  -+-  l'  Y[x)  +  x'I  ¥[x), 

OÙ  l'on  voit  que  les  termes  qui  contiennent  ^  forment  ensemble  une  fonc- 
tion dérivée,  dont  la  primitive  est  \  F(a7),  quelle  que  soit  la  valeur  de  ç. 

Je  conclus  de  là  que,  si  dans  la  fonction  proposée,  oh  y  est  censé 
fonction  de  x,  on  substitue  aussi  x+c  à  la  place  de  x,  et  qu'on  déve- 
loppe suivant  E,  les  termes  qui  ne  contiendront  que  la  première  dimen- 
sion de  ç  et  de  ses  dérivées  devront  former  ensemble  une  fonction 
dérivée  exacte,  quelle  que  soit  la  valeur  de  ?..  Or,  y  étant  9 (-2),  il  tle- 
viendra,  par  la  substitution  de  x-\-'i  à  la  place  de  x,  (p(d?) +  ç  <p'(a7), 
en  ne  tenant  compte  que  de  la  première  dimension  de  t;  donc,  si  l'on 
fait,  pour  abréger,  ç  9' (.2^)  =  w,  il  faudra  mettre  j  4-  oj  à  la  place  de  y, 
tandis  qu'on  met  r +  ;  à  la  place  de  x. 

Par  ces  substitutions  et  ces  développements,  les  termes  de  la  fonc- 
tion proposée,  qui  ne  contiendront  que  les  premières  dimensions  de  l, 
se  trouveront  représentées  par 

+  co/'(/)+co'/'(j')4-o>"/(;")+.--; 

et,  par  ce  que  nous  avons  démontré  dans  cette  Leçon,  pour  que  ces 
termes  forment  une  dérivée  exacte,  il  faudra  que  la  quantité 

t/'W-[/'(^')J'  +  [/V)]"----|^  +  |/'(r)-[/(r')]'+[/'(r")]"~---|^'> 

soit  elle-même  une  dérivée  exacte. 
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Cette  quantité  est  la  même  chose  que  Xç-i-Yw;  donc,  en  mettant 
pour  w  sa  valeur  ^  (p'(^),  elle  devient  [X-f-Y  (p'(£c)];;  et  il  est  visible 
qu'elle  ne  peut  être  une  dérivée  exacte,  indépendamment  de  la  valeur 
de  E,  qui  doit  demeurer  arbitraire;  donc  il  faudra  que  cette  quantité 
s'évanouisse  d'elle-même,  et  par  conséquent  qu'on  ait  l'équation  iden- 
tique X  + Y  <p'(a7)  =  G.  Mais,  jetant  ç(.r),  on  a  en  général  j'  =  ^'  cp'(^). 
Donc,  substituant  cette  valeur  de  ç^*^)'  ^'^  ^^^^  nécessairement  l'équa- 
tion identique 

Xx'  +  Yj'=o. 

Il  suit  de  là  que  l'équation  de  condition  X  =  o,  qu'on  aurait  par  la 
considération  de  la  variable  a;  et  de  ses  dérivées,  sera  identique  avec 
l'équation  de  condition  Y  =  o,  qui  se  rapporte  à  la  variable  y;  car,  fai- 
sant X=o  dans  l'équation  précédente,  on  a  nécessairement  Y  =  o. 

On  prouvera  de  la  même  manière  que,  pour  une  fonction  composée 
des  trois  variables  oc,  y,  z  et  de  leurs  dérivées,  on  aurait  l'équation 

identique 

X^'-h  Yj-'  +  Z^'  — o, 

en  supposant 

z=/'{^)-[/'{^')]'+[/'(^")]"-[/(2"')r+--.- 

De  sorte  que,  dans  ce  cas,  l'équation  de  condition  X  =  o  serait  com- 
prise dans  les  deux  équations  Y  =  o  et  Z  =  o. 

Ainsi  on  pourra  toujours,  dans  la  question  présente,  se  dispenser 
d'avoir  égard  aux  dérivées  de  la  variable  principale  et  à  l'équation  de 
condition  qui  en  résulterait. 

Si  l'on  voulait  que  la  fonction  Y  fût  une  dérivée  exacte  du  second 
ordre,  il  faudrait  de  plus  que  la  fonction  primitive  de  V,  c'est-à-dire 
la  fonction  U,  fût  elle-même  une  dérivée  exacte.  Or  on  a 

\]  =  po)  -\-  q  m'  +  r m"  -J-  .  .  . , 
en  supposant,  pour  abréger, 

/>  =  P-Q'  +  R"-...,        ç  =  Q-R'  +  ...,        r=R-..., 
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et  il  est  facile  de  trouver,  par  les  mêmes  procédés  qu'on  a  employés 
pour  la  fonction  V,  que  la  condition  nécessaire  pour  que  la  fonction  LJ 
soit  considérée  exacte,  indépendamment  de  la  valeur  de  w,  est  renfer- 
mée dans  l'équation 

p~q'^r"-...=:o, 

laquelle,  en  remettant  pour  y;,  q,  r,  ...  leurs  valeurs,  devient 

P-2Q'+  3R"-...  =  o. 

Donc,  pour  qu'une  fonction  de  la  (orme /{ce, y, y', y",  ...)  soit  une 
fonction  dérivée  exacte  du  second  ordre,  c'est-à-dire  une  fonction  dé- 
rivée d'une  fonction  dérivée,  indépendamment  d'aucune  relation  par- 
ticulière entre  a;  et  y,  on  aura,  relativement  à  y,  outre  la  première 
équation  de  condition,  celle-ci  : 

/'(/)  -  -^  [.r(r"]]'  +  3  [/'(/")]"-. . .  =  o. 

Et  l'on  aurait  une  pareille  équation  relativement  li  z,  si  la  fonction  pro- 
posée contenait  aussi  z,  :■',  z", 

On  trouverait  de  même,  pour  que  la  proposée  fût  une  fonction  déri- 
vée du  troisième  ordre,  cette  troisième  équation  de  condition,  relative- 
ment à  y, 

f'ir")  -  3  [/'(r"')T+  6[/'(j-)]"-  ■  •  •-  o; 

et  ainsi  de  suite. 

Enfin  si  l'on  suppose  qu'on  n'ait,  pour  la  détermination  d'une  fonc- 
tion u,  qu'une  équation  d'un  ordre  quelconque  entre  ii,  x  et  y  et  les 
fonctions  dérivées  w',  ii!' ,  . . .,  r',  v",  ...  de  u  et  de  y,  et  qu'oîi  demande 
les  conditions  nécessaires  pour  que  u  soit  une  fonction  de  .r,  y,  y' , 
y",  ...,  indépendamment  d'aucune  relation  entre  x  et  j,  le  problème 
pourra  encore  se  résoudre  par  les  mêmes  principes  et  en  suivant  la 
même  méthode. 

Soit  V  =  o  l'équation  donnée,  dans  laquelle  on  suppose  que  u  est  une 
fonction  de  x,  y',  y",  ...  ;  si  l'on  met  partout  y  -f-  w  à  la  place  de  y,  et 
par  conséquent  y -ho/,  j"  +  o/',  ...  à  la  place  de  y',  y",  ...,  la  quantité 
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w  étant  supposée,  comme  ci-dessus,  une  fonction  indéterminée  de  a-, 
et  qu'on  développe  suivant  les  puissances  et  les  produits  de  co,  o/,  to",  , . . , 
la  fonction  Y  deviendra,  comme  plus  haut, 

V  +  V  +  V  +  V  -f  • .  .  . , 

et  l'on  aura  les  équations  particulières 

y  =  o,        V  =  o,        V=:o, 

Car,  si  l'on  imagine  qu'on  mette  dans  V,  à  la  place  de  //,  sa  valeur  en  a.-, 
y,  y',  y",  ...,  l'équation  Y  =  o  deviendra  identique;  donc  l'identité 
subsistera  aussi  après  la  substitution  de  y4-co,y-i-co',  y"+co",  ...,  pour 
y,  y,  y",  ...,  et  le  développement  suivant  w,  o/,  o/',  ...;  et,  comme  ces 
dernières  quantités  sont  supposées  indépendantes  de  a-  et  y,  il  est 
visible  que  chaque  terme  V,  Y,  ...  qui  contient  les  mêmes  dimensions 
deo),  m',  m  ,  ...devra  être  identiquement  nul  dans  l'équation  développée 

Y  +  V-l-V-l-  V-h...=:().       . 

Représentons  la  fonction  Y  par 

f[u,n,  II",  ...,  x,y%y',y",  .  .  .), 

'     - 
et  dénotons  par  u,  u,  ...  les  différents  termes  du  développement  de  la 

fonction  u,  dans  lesquels  les  quantités  co,  o/,  o/',  . . .  forment  ensemble 

une  dimension,  ou  deux,  etc.  Nous  aurons,  suivant  la  notation  adoptée, 

V  ^  uf'[u)  -+-  u'  f'[n']  +  ù"  f'[u")  +... 

H-c,)/'(j)  +  o//'(/)-i-co" /'(/')+•••• 

Or  il  est  visible  que  la  fonction  u  ne  peut  être  que  de  la  forme 

u  ==  N  w  +  P  0)'  -f-  Q  0)"  -f- .  .  . , 

N,  P,  Q,  ...  étant  des  fonctions  de  x,  y,  y',  ....  De  l;i,  en  prenant  les 
fonctions  dérivées  relatives  à  oc,  on  aura  les  valeurs  de  //',  ii",  ...; 
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savoir  : 

a   =N'&)  +  (   N  +P')w'  +  (P  +  Q')(./'  +  ..  ., 

«"=  rs"oi  +  (2N'  +  P")?,)'  +  (N  +  2P'  +  Q")«"  +  .  . . , 


Ces  valeurs  étant  substituées  dans  l'expression  de  V,  l'équation 
^  =0  devra  avoir  lieu  indépendamment  des  quantités  m,m' ,  o/', ...,  qui 
doivent  demeurer  indéterminées;  donc,  égalant  à  zéro  les  multiplica- 
teurs de  chacune  de  ces  quantités,  on  aura  les  équations 

f[r)   +N  f'[u)  -^W  f'{u')  +  W'  f'[u"]  +  . .  .=  o, 

/'(r')-t-P/'{«')  +  (^  +  P')/'(«')  +  (2N  +  P")/V")  +  ...:=o, 
/' i.r")+Q/'(«)  +  (P+Q')/'("')+(N  +  2P'  +  Q") /'(«") +...=  0, 

> 

d'où  il  faudra  éliminer  les  quantités  inconnues  N,  P,  Q,  ...  ;  il  restera 
nécessairement  une  ou  plusieurs  équations  qui  seront  les  équations  de 
condition  cherchées.  Car  il  est  facile  de  voir  que  le  nombre  de  ces 

quantités  ne  doit  jamais  surpasser  celui  des  quantités/,  y,y" 

diminué  du  nombre  des  quantités  «',  u",  . . .,  puisque  dans  l'équation 
proposée  la  plus  haute  fonction  dérivée  de  u  ne  peut  contenir  de  fonc- 
tions dérivées  de  y,  plus  hautes  que  celles  qui  se  trouvent  dans  la 
même  équation. 

Supposons,  par  exemple,  que  l'équation  soit  de  la  forme 

f[u,n',x,);j'',x")  =  o; 

on  fora  ici  simplement 

1        ^  , 

a  =  N  0)  +  P  M  , 

et  l'on  aura  les  trois  équations 

f'ir)  +N/'(«)  +  N' /'(«')  =  0, 

/'(j')  +  P/'(«) -4- (N +  ?')/'(«') -o, 

./'(r")  +  P/'(«')  =  o. 

La  dernière  donnera  P,  la  seconde  donnera  N,  et  la  première  doii- 
X.  48 
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liera,  par  la  substilution  de  N  et  de  N',  l'équation  de  condition  néces- 
saire pour  que  la  quantité  u  dans  l'équation  proposée  puisse  être 
une  fonction  de  x,  j,  y\  indépendamment  d'aucune  relation  entre 
X  et  y. 

On  peut  étendre  la  méthode  de  ce  problème  à  un  nombre  quelconque 
de  variables  et  d'équations. 

Montrons  maintenant,  par  quelques  exemples,  l'usage  des  équations 
de  condition  dont  nous  venons  de  donner  la  théorie,  et  d'abord  ne 
considérons  qu'une  fonction  du  premier  ordre  de  la  forme/(x,  y,  j'); 
l'équation  do  condition  pour  qu'elle  soit  une  dérivée  exacte  sera 

Pour  que  cette  équation  puisse  être  identique,  il  faut  que  le  second 
terme  ne  contienne  pas  de  fonctions  dérivées  de  y  plus  hautes  que  le 
premier  terme/' (j);  or  celui-ci  ne  peut  contenir  que  la  fonction  y'; 
donc  il  faudra  que  l'expression/' (j'),  dont  la  fonction  dérivée  forme 
le  second  terme,  ne  contienne  pas  j',  autrement  il  entrerait  j"  dans  le 
second  terme.  Il  suit  de  là  que  la  fonction  proposée  ne  peut  être  que 
de  la  forme 

En  la  représentant  par /(j?,j,  j'),  et  prenant  les  dérivées  relatives 
à  y  et  à  y' ,  on  aura 

f'ir)  =  ^'{y)  +/  ?'(r)»     /'(/  )  =  ?(^,  j)- 

Ainsi  l'équation  de  condition  sera 


mais 


o'{x,f)  =  cp'(x)  -}-/  cp'(j); 


donc  l'équation  se  réduit  à 

comme  nous  l'avons  trouvé,  par  une  autre  voie,  dans  la  Leçon  XIX. 
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La  fonction  proposée,  en  n'y  faisant  plus  x' =  \ ,  aurait  eu  la  forme 

x'  W{x,f)  -\-y  (f,[x,x), 

et  l'on  aurait  eu,  relativement  à  x,  l'équation  de  condition 

/V)-[/'(^')]'-o, 

laquelle  devient 

x'  W{x)  +y  (f>'[x)  —  W[x,  y)  :=o; 

mais 

W'{x,r)  =  x'W'(x)+r'W'{r]; 

donc 

y  o'{x)--fW{r)  =  o, 

savoir 

comme  auparavant. 

Supposons  que  la  fonction  proposée  soit  du  second  ordre  et  de  la 
forme/(^,  j,  y',  y");  l'équation  de  condition  pour  qu'elle  soit  une  dé- 
rivée exacte  sera 

Il  est  d'abord  évident  que,  pour  que  cette  équation  puisse  être  iden- 
tique, il  faut  que  la  valeur  de/'(j")  ne  contienne  point  j";  autrement 
la  valeur  de  [f'{y"J]"  contiendrait  j'^;  et,  comme  les  termes  précé- 
dents ne  peuvent  contenir  que  j,  y',  y",  y'",  le  terme  contenant  y  ne 
serait  pas  détruit. 

La  fonction  proposée  ne  pourra  donc  être  que  de  la  forme 

On  aura  ainsi,  en  la  comparant  à  la  forme  générale/(ii',j, y,j"), 

/'(/)- ^'(r)+/>'(j). 
f'[y]  =  W'{y)+yf{y), 

et  l'équation  de  condition  deviendra 
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Or 

?V'r'/)  =  9'(^)  -^/  9'ir)  +r"9'(/); 
o"[^>r,f]  =  WMy-^[r'  ?!>•)]'+  [/'?'(/ )]'• 

Par  cette  substitution,  l'équation  de  condition  deviendra 

^'(r)  +r"  9'ir)  -  [^P(j')]'+  W[x)]'  +  [r'  ?'(/)]'-«• 

Supposons,  pour  abréger, 

ç'(.r)  -4-/  9'(j)  -  >F'(/)  =cl)(^,,r,/), 

la  caractéristique  ^V  dénotant  une  fonction  connue  de  x,  y,  y',  puisqu'on 
efTet  cette  expression  ne  contient  que  les  trois  quantités  ar,  y,  y';  on 
aura  l'équation 

mais 

donc  l'équation  de  condition  se  réduira  à 

Or  il  est  visible  que  la  quantité  y"  n'entre  point  dans  les  fonctions  dé- 
rivées suivant  a?  et  y,  puisqu'elle  n'entre  point  dans  les  fonctions  pri- 
mitives représentées  par  les  caractéristiques  W,  o  et  0;  donc,  pour  que 
l'équation  puisse  être  identique,  il  faudra  que  les  termes  multipliés 
par  y"  disparaissent;  par  conséquent  l'équation  de  condition  se  parta- 
gera en  ces  deux-ci  : 

Y'(j)+1>'(x)-i-y  «!)'(;•)  =o, 

qui  devront  avoir  lieu  séparément  pour  que  la  fonction  proposée  soit 

une  dérivée  exacte. 

Supposons,  pour  donner  un  exemple  particulier,  (jue  cette  fonction 

soit 

y       x-y'-        y"  X 

y       y-        y  ' 


DES  FONCTIONS.  .^^81 

on  aura  ici 


De  là  on  tirera 


y       j  y 


y'        2^/2  ,         ^^yj 


^^'ir)=---~,  +  ^^.      r[r[ 


■  ? 


y-       y  -     y      y- 

Ainsi  les- deux  équations  de  condition  deviendront 


X         X  r         ixy^  -        y'        o.xf 


y      y'  y       y'        y-       r' 

qui  se  vérifient,  comme  l'on  voit,  d'elles-mêmes.  En  effet,  la  fonction 


proposée  est  la  dérivée  de  -"— 


xy 

y 

En  général,  il  est  facile  de  prouver  que  l'équation  de  condition 

/'(r)-[/'(r)]'+r/'(r")]"----  =  o 

ne  saurait  être  identique,  à  moins  que  la  plus  haute  des  fonctions  dé- 
rivées y',  j",  ...,  qui  entrera  dans  la  fonction  proposée/(.x-,  y,  r',y,  ...) 
n'y  soit  qu'à  la  première  dimension,  afin  qu'elle  puisse  disparaître 
dans  la  fonction  dérivée  qu'on  prendra  relativement  à  cette  même  dé- 
rivée de  j.  D'où  il  suit  que,  si  la  fonction  proposée  est  de  l'ordre /^ 
elle  ne  pourra  être  une  fonction  dérivée  exacte,  à  moins  qu'elle  ne  soit 
de  la  forme 

"iT^'r»/'/''  ••  •.r^"""]-^-r^"'  H^,y%y\y",  ■  •  --r'"-"], 

ce  qui  s'accorde  avec  ce  que  nous  avons  vu  dans  la  Leçon  XIII. 

Ensuite  on  peut  aussi  prouver  que,  de  même  que  pour  les  fonctions 
du  second  ordre,  l'équation  de  condition  se  décompose  en  deux,  qui 
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doivent  avoir  lieu  a  la  fois;  pour  les  fonctions  du  troisième  ordre,  elle 
se  décomposera  en  trois;  et,  pour  les  fonctions  du  quatrième  ordre, 
elle  se  décomposera  en  quatre;  et  ainsi  de  suite. 

Enfin,  pour  donner  aussi  un  exemple  d'une  fonction  dépendante 
d'une  équation,  nous  prendrons  l'équation 

u'  —  '^[u,x,y]  —f  9(m,  x,j)  =  o, 

et  nous  chercherons  les  conditions  nécessaires  pour  que  la  fonction  u 
soit  une  fonction  de  x  et  j. 

En  comparant  cette  équation  à  la  forme  générale 

f[u,u\x,y,y']  —  o, 

on  aura 

/(»,//',  .r,r,j')  =  u'  —^[u,x,y)  —y'  <s)[u,x,y]\ 

et  de  là  on  tirera  ces  valeurs 

/'(«)  =  -^'(«)-.r' ?'(«).      /'("')  =  ', 

Comme  la  fonction  ne  contient  point  y",  on  aura 

et  la  dernière  des  trois  équations  de  condition  trouvées  ci-dessus  pour 
le  cas  dont  il  s'agit  donnera  sur-le-champ  P  =  o;  ce  qui  réduira  les 
deux  premières  à 

La  dernière  donne 

N  =  cp(m,j:,j); 
donc,  substituant  dans  la  première  et  changeant  les  signes,  on  aura 

\p(r)  -f-/9'(r)-i-[T(M)  +/  cp'(M)]  +  Cp(//,^,j)^Cp'(a,^,j)r=0. 

Mais 

cp'(«,  x,y)  =-.  u!  (p'(«)  -+-  ^'[x]  -t- /  9'(j), 
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et  la  proposée  donne 

donc,  faisant  ces  substitutions  et  effaçant  ce  qui  se  détruit,  on  aura 
cette  équation  de  condition 

^'(r)  +  ^'(")?(«.^.r)-9'(^)-?'(«)^(«.^.r)  =  o, 

qui  est  la  même,  en  changeant  u  en  s,  que  celle  que  nous  avons  trouvée 
directement  dans  la  Leçon  XIX,  pour  que  l'équation  dérivée  à  trois 
variables  puisse  admettre  une  équation  primitive  entre  ces  variables. 

Le  problème  que  nous  venons  de  résoudre,  sur  les  équations  de  con- 
dition qui  doivent  avoir  lieu  pour  qu'une  fonction  donnée  de  plusieurs 
variables  et  de  leurs  dérivées  ait  une  fonction  primitive  indépendam- 
ment d'aucune  relation  entre  ces  variables,  a  une  connexion  intime 
avec  un  autre  problème  plus  important,  qui  a  exercé  les  géomètres 
pendant  près  d'un  siècle.  C'est  le  fameux  problème  des  isopérimètres, 
qui,  pris  dans  toute  son  extension,  consiste  à  trouver  les  équations 
qui  doivent  avoir  lieu  entre  les  variables,  pour  que  la  fonction  primi- 
tive inconnue  d'une  fonction  donnée  de  ces  variables  et  de  leurs  déri- 
vées devienne  un  maximum  ou  un  minimum. 

Les  mêmes  formules  d'équations  résolvent  les  deux  problèmes,  mais 
avec  cette  différence  que,  pour  le  premier,  les  équations  doivent  être 
identiques  et  se  vérifier  d'elles-mêmes;  au  lieu  que,  dans  le  dernier 
problème,  elles  deviennent  les  équations  nécessaires  entre  les  variables 
pour  l'existence  du  maximum  ou  du  minimum. 

On  verra  la  raison  de  cette  identité  des  résultats  par  l'analyse  que 
nous  allons  donner  du  problème  des  isopérimètres.  Mais  nous  com- 
mencerons par  une  histoire  succincte  des  différentes  tentatives  que  les 
géomètres  du  dernier  siècle  ont  faites  pour  parvenir  à  une  solution 
générale  de  ce  problème,  et  qui  ont  conduit  par  degrés  à  la  méthode 
connue  sous  le  nom  de  Calcul  des  variations. 

Les  questions  de  maximis  et  minimis  n'ont  pas  été  inconnues  aux 
anciens  géomètres;  car  on  a  un  livre  entier  d'Apollonius,  qui  traite 
presque  uniquement  des  plus  grandes  et  des  plus  petites  lignes  droites 
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qui  peuvent  être  menées  de  points  donnés  aux  arcs  des  sections  co- 
niques. 

La  méthode  d'Apollonius  se  réduit  simplement  à  prouver  que  toute 
autre  droite,  menée  du  même  point  à  la  section  conique,  serait  plus 
petite  dans  le  cas  du  maximum,  et  plus  grande  dans  le  cas  du  mini- 
mum, que  celle  qu'il  a  déterminée  ;  et  cette  méthode  a  été  suivie  par 
tous  ceux  qui,  après  lui,  ont  cherché  à  résoudre,  par  la  simple  Géo- 
métrie, des  problèmes  relatifs  aux  maxima  et  aux  minima. 

Fermât  est  le  premier,  comme  nous  l'avons  vu  dans  la  Leçon  XVIII, 
qui  ait  donné,  pour  la  solution  des  problèmes  de  ce  genre,  une  méthode 
directe  et  analytique,  que  l'algorithme  du  Calcul  différentiel  a  ensuite 
simplifiée  et  généralisée;  elle  se  réduit,  comme  l'on  sait,  à  égaler  à 
zéro  la  différentielle  ou  la  fonction  prime  de  la  fonction  qui  doit  être 
un  maximum  ou  un  minimum,  en  regardant  comme  variable  l'inconnue 
par  rapport  à  laquelle  la  fonction  donnée  doit  devenir  la  plus  grande 
ou  la  plus  petite;  et  nous  avons  exposé  ailleurs  [Théorie  des  Fonctions) 
les  principes  et  la  marche  de  cette  méthode  considérée  dans  toute  sa 
généralité  ('). 

On  })eut  dire  que  c'est  à  la  considération  des  courbes  qu'on  doit  les 
principales  méthodes  de  l'Analyse.  La  détermination  des  plus  grandes 
et  des  plus  petites  ordonnées  dans  les  lignes  et  dans  les  surfaces  courbes 
avait  donné  naissance  aux  questions  de  maximis  et  minimis,  dont 
nous  venons  de  parler;  mais  on  s'éleva  bientôt  à  des  problèmes  d'un 
genre  nouveau  et  beaucoup  plus  difficile.  Il  s'agissait  de  trouver  les 
courbes  mômes  dans  lesquelles  des  quantités  dépendantes  de  toute 
l'étendue  de  la  courbe  cherchée,  prise  entre  des  limites  données, 
fussent  un  maximum  ou  un  minimum  par  rapport  à  toutes  les  autres 
courbes  possibles;  comme,  par  exemple,  la  courbe  qui  renferme  le 
plus  grand  espace  suivant.des  conditions  données,  ou  qui  produit,  par 
sa  révolution,  le  plus  grand  solide  entre  des  limites  données,  etc.; 
mais  c'est  la  Mécanique  qui  a  fourni  les  premiers  problèmes  de  ce 
nouveau  genre.  Newton  a  cherché  le  premier  la  courbe  qui,  en  tour- 

(  '  )  Œuvres  de  Lagrangc,  t.  IX. 
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nant  autour  de  son  axe,  produit  le  solide  qui,  étant  mû  dans  un  fluide 
suivant  la  direction  de  son  axe,  éprouve  la  moindre  résistance  possible, 
et  il  a  donné,  sans  démonstration,  une  proportion  qui  suffit  pour  con- 
struire la  courbe  par  les  tangentes,  et  qui  en  est  comme  l'équation 
différentielle. 

Mais  c'est  proprement  du  fameux  problème  de  la  brachistochrone, 
ou  ligne  de  la  plus  vite  descente,  proposé  en  1693  par  Jean  Bernoulli, 
que  date  la  découverte  d'une  analyse  propre  à  ces  sortes  de  recherches. 

Suivant  l'esprit  du  Calcul  différentiel  qui  suppose  les  courbes  for- 
mées d'une  infinité  de  droites  infiniment  petites,  on  considère  deux 
côtés  contigus  de  la  courbe  cherchée,  et  l'on  détermine  leur  position 
respective  de  manière  que  la  quantité  proposée  devienne  un  maximum 
ou  un  minimum,  en  ne  faisant  varier  que  l'ordonnée  qui  répond  à 
l'angle  formé  par  ces  deux  côtés.  De  cette  manière,  le  problème  rentre 
dans  l'ancien  genre,  et  la  difficulté  ne  consiste  plus  qu'à  ramener  le 
résultat  de  la  solution  à  la  forme  différentielle.  C'est  ainsi  qu'on  a 
trouvé  d'abord  que  la  courbe  de  la  plus  vite  descente  doit  être  telle 
que  le  sinus  de  l'angle,  qu'un  de  ses  côtés  quelconques  infiniment 
petits  fait  avec  la  verticale,  soit  proportionnel  à  la  vitesse,  laquelle  est 
comme  la  racine  carrée  de  la  hauteur  d'où  le  corps  est  parti;  et  cette 
proportion,  réduite  en  équation  différentielle,  donne  la  cycloïde.  On 
a  trouvé  de  la  même  manière  que  le  solide  rond  de  la  moindre  résis- 
tance est  formé  par  une  courbe  qui  a  la  propriété  énoncée  par  Newton 
dans  le  scolie  de  la  Proposition  XXXV  de  la  seconde  Partie  de  ses 
Principes.  On  a  appliqué  ensuite  la  même  méthode  à  des  problèmes 
plus  compliqués,  tels  que  celui  des  isopérimètres,  où  il  s'agissait  de 
trouver,  entre  toutes  les  courbes  possibles  qui  ont  le  même  péri- 
mètre ou  la  même  longueur,  celles  qui,  entre  des  limites  données, 
renfermaient  les  plus  grands  ou  les  plus  petits  espaces,  ou,  en  faisant 
une  révolution  autour  de  leurs  axes,  produisaient  les  plus  grandes  ou 
les  plus  petites  superficies,  ou  les  plus  grands  ou  les  plus  petits  solides, 
ou  enfin  une  courbe  telle  qu'en  construisant  sur  son  axe  une  seconde 
courbe  dont  les  ordonnées  soient  des  fonctions  quelconques  des  ordon- 
X.  49 
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nées  et  des  arcs  de  celle-là,  l'aire  de  la  seconde  courbe  forme  un  maxi- 
mum ou  un  minimum;  et  les  difficultés  de  ce  problème,  jointes  à  la 
célébrité  que  les  recherches  des  deux  frères  Bernoulli,  de  Taylor  et 
d'Euler  lui  acquirent,  ont  fait  donner  en  général  le  nom  iï isopérimètres 
à  tous  les  problèmes  dans  lesquels  il  s'agit  de  trouver  des  courbes  qui 
jouissent  de  quelque  propriété  de  maximum  ou  minimum,  avec  ou 
sans  la  condition  de  l'égalité  des  longueurs  de  la  courbe. 

Lorsqu'on  veut  avoir  égard  à  cette  condition,  il  ne  suffit  pas  de  faire 
varier  une  seule  ordonnée,  comme  dans  les  problèmes  où  l'on  demande 
un  maximum  ou  un  minimum  absolu;  il  faut  alors  faire  varier  à  la  fois 
deux  indéterminées,  tant  dans  l'expression  qui  doit  être  un  maximum 
ou  minimum  que  dans  celle  qui  doit  demeurer  constante,  et  égaler 
séparément  à  zéro  les  résultats  de  ces  variations,  ou  les  différentielles 
de  ces  deux  expressions,  comme  dans  les  problèmes  ordinaires  de 
rnaximis  et  mi/iimis,  lorsqu'il  y  a  quelque  condition  particulière  à  rem- 
plir entre  les  variables. 

Jean  Bernoulli,  dans  un  Mémoire  destiné  à  résoudre  les  problèmes 
sur  les  isopérimètres  proposés  par  son  frère  Jacques,  et  qui  se  trouve 
dans  le  Recueil  de  l'Académie  des  Sciences  de  1 706,  avait  cru  pouvoir 
satisfaire  à  la  fois  à  la  condition  du  maximum  ou  minimum  et  à  celle 
de  l'isopérimétrisme,  en  ne  considérant  que  deux  éléments  ou  côtés  de 
la  courbe,  et  en  faisant  varier  à  la  fois  l'abscisse  et  l'ordonnée  qui  ré- 
pondent à  l'angle  de  ces  deux  lignes  droites,  de  manière  que  leur 
somme  demeurât  constante.  En  efTet,  si  la  question  roulait  sur  des 
quantités  finies,  elle  pourrait  se  résoudre  de  cette  manière;  mais  il 
arrive  ici,  par  la  nature  des  infiniment  petits,  que  l'équation  finale 
devient  purement  identique,  et  ne  fait  par  conséquent  rien  connaître. 
Jean  Bernoulli  parvint  à  un  autre  résultat,  et  crut  avoir  ainsi  résolu  les 
problèmes;  mais  son  analyse  est  erronée  et  pèche  contre  les  principes 
du  Calcul  infinitésimal. 

Jacques  Bernoulli  est  le  premier  qui  ait  reconnu,  dans  ces  sortes  de 
questions,  la  nécessité  de  considérer  trois  côtés  consécutifs  de  la  courbe, 
cl  de  faire  varier  à  la  fois  les  deux  ordonnées  consécutives  qui  ré- 
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pondent  aux  angles  formés  par  ces  côtés.  C'est  sur  ce  principe  qu'il  a 
fondé  son  Analyse  du  problème  des  isopérimètres,  intitulée  Analysis 
magni prohlematis  isoperimetrici,  et  publiée  à  Bâle  en  170T  et  dans  les 
Actes  de  Leipzig  de  la  même  année;  et  le  même  principe  a  servi  de 
base  ensuite  aux  solutions  données  par  Taylor,  dans  son  Methodus  in- 
crementorum ;  par  Jean  Bernoulli,  dans  les  Mémoires  de  l' Académie  des 
Sciences  de  1718;  et  par  Euler  dans  les  Tomes  VI  et  Vil  des  anciens 
Commentaires  de  Pétersbourg. 

Par  la  considération  d'une  partie  infiniment  petite  de  la  courbe 
regardée  comme  composée  de  deux  ou  trois  lignes  droites,  les  pro- 
blèmes se  réduisent  à  l'Analyse  ordinaire;  et  la  difficulté  ne  consiste 
plus  qu'à  traduire  les  solutions  en  équations  différentielles,  par  les 
substitutions  des  valeurs  des  ordonnées  et  des  abscisses  successives 
exprimées  en  différences,  en  ayant  soin  de  ne  conserver  que  les  termes 
du  même  ordre,  suivant  la  loi  de  l'homogénéité  des  quantités  infiniment 
petites.  Mais  les  résultats  obtenus  de  cette  manière  se  présentent  rare- 
ment sous  une  forme  générale  et  applicable  à  tous  les  problèmes  du 
même  genre.  De  plus,  il  y  a  des  cas  où  il  ne  suffit  pas  de  considérer 
une  portion  infiniment  petite  de  la  courbe,  parce  que  la  propriété 
du  maximum  ou  minimum  peut  avoir  lieu  dans  la  courbe  entière, 
sans  avoir  lieu  dans  chacune  de  ses  portions  infiniment  petites;  ce 
sont  ceux  où  la  fonction  différentielle  dont  l'intégrale  doit  être  un 
maximum  ou  un  minimum  contient  elle-même  une  autre  fonction  inté- 
grale, à  moins  que,  par  les  conditions  du  problème,  cette  intégrale 
doive  avoir  une  valeur  constante  :  par  exemple,  lorsque  la  fonction 
dont  l'intégrale  doit  être  un  maximum  ou  un  minimum  dépend  non 
seulement  des  abscisses  et  des  ordonnées  et  de  leurs  différences,  mais 
encore  de  l'arc  même  de  la  courbe,  lequel  n'est  donné,  comme  l'on 
sait,  que  par  une  expression  intégrale;  dans  ce  cas,  les  solutions  qu'on 
trouverait  par  la  simple  considération  d'une  portion  infiniment  petite 
de  la  courbe  seraient  inexactes,  à  moins  que  la  longueur  de  la  courbe 
ne  fût  supposée  constante,  comme  dans  les  problèmes  des  isopérimètres. 

A  plus  forte  raison,  il  ne  sera  pas  permis  de  n'avoir  égard,  dans  le 
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calcul,  à  une  petite  portion  de  la  courbe,  lorsque  la  fonction  différen- 
tielle dépendra  d'une  quantité  donnée,  simplement  par  une  équation 
différentielle  non  intégrable  en  général;  c'est  pourquoi  on  doit  regar- 
der comme  fausse  la  solution  qu'EuIer  lui-même  a  donnée  du  problème 
de  la  brachistochrone  dans  un  milieu  résistant  comme  une  fonction  de 
la  vitesse,  dans  le  Tome  VII  des  anciens  Commentaires  de  Pétershourg, 
et  dans  le  second  Volume  de  sa  Mécanique,  et  l'on  peut  s'en  convaincre 
en  la  comparant  à  celle  qu'on  trouve  dans  son  Ouvrage  de  1744» 
intitulé  Methodus  inveniendi  lineas  curvas  maximi  minimique proprietate 
gaudentes  (Art.  46). 

C'est  proprement  dans  ce  dernier  Ouvrage  qu'Euler  a  donné  une 
solution  générale  et  complète  du  problème  des  isopérimètres.  Pour 
trouver  les  conditions  du  maximum  ou  minimum,  il  se  contente  de 
faire  varier  une  seule  ordonnée  de  la  courbe,  et  il  en  déduit  la  valeur 
différentielle  de  la  formule,  qui  doit  être  un  maximum  ou  un  mini- 
mum, en  substituant  à  la  place  des  différentielles  de  l'ordonnée  les 
différences  successives  des  données  consécutives,  et  à  la  place  des 
expressions  intégrales  les  sommes  des  éléments  répondant  à  toute 
l'étendue  de  la  courbe.  Son  calcul  devient  ainsi  très  long,  surtout  par 
les  suites  infinies  qui  s'y  mêlent,  lorsque  la  fonction  proposée  contient 
différentes  intégrales,  et  dont  il  faut  déterminer  la  somme  pour  par- 
venir à  des  résultats  nets  et  précis;  et  l'on  ne  peut  trop  admirer 
l'adresse  avec  laquelle  l'auteur  surmonte  ces  difficultés,  et  obtient, 
en  dernière  analyse,  des  formules  simples,  générales  et  élégantes.  Son 
Ouvrage  est  d'ailleurs  très  précieux  par  le  nombre  et  la  beauté  des 
exemples  qu'il  contient,  et  il  n'y  en  a  peut-être  aucun  qui  puisse  être 
plus  utile  à  ceux  qui  désirent  s'exercer  sur  le  Calcul  intégral. 

Jusqu'alors  on  avait  traité  séparément,  et  par  des  procédés  différents, 
les  problèmes  où  il  suffit  de  varier  une  ordonnée,  et  ceux  qui  demandent 
la  variation  de  deux  ou  de  plusieurs  ordonnées  consécutives. 

Euler  a  remarqué  le  premier  que  tous  les  problèmes  de  ce  genre  pou- 
vaient être  rappelés  à  une  même  analyse,  parce  que  l'uniformité  qui 
doit  régner  dans  les  opérations  relatives  aux  différents  points  d'une 
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même  courbe  fait  que,  dès  qu'on  a  trouvé  le  résultat  de  la  variation 
d'une  ordonnée,  la  même  expression,  rapportée  à  l'ordonnée  qui  suit 
immédiatement,  donnera  aussi  le  résultat  de  la  variation  de  cette  or- 
donnée, et  ainsi  des  autres. 

Cette  remarque  a  conduit  Euler  à  un  beau  théorème  et  de  la  plus 
grande  utilité  dans  cette  matière  :  c'est  que,  pour  trouver  une  courbe 
qui  ne  jouisse  d'une  propriété  de  maximum  ou  minimum  que  parmi 
toutes  les  courbes  qui  ont  une  ou  plusieurs  propriétés  connues,  il  suffit 
d'ajouter  à  l'expression  de  la  propriété  qui  doit  être  un  maximum  ou  un 
minimum  celles  des  autres  propriétés  connues,  multipliées  chacune 
par  un  coefficient  constant  et  arbitraire,  et  chercher  ensuite  la  courbe 
dans  laquelle  cette  expression  composée  sera  un  maximum  ou  un  mi- 
nimum entre  toutes  les  courbes  possibles. 

En  eff'et,  si  l'on  désigne,  comme  Euler,  par  nv  ou  simplement  par  v 
l'incrément  infiniment  petit  de  l'ordonnée/,  et  par  P.v  la  valeur  diff"é- 
rentielle  de  la  formule  intégrale  indéfinie /Z^^,  qui  doit  être  un  maxi- 
mum ou  un  minimum,  on  aura  P.oj  pour  la  valeur  différentielle  de  la 
même  formule,  provenant  de  l'incrément  oj  de  l'ordonnée  suivante  y, 
en  supposant  que  P  soit  ce  que  P  devient  lorsque  y  devient  y,  et  que 
toutes  les  autres  variables  sont  rapportées  à  l'ordonnée  y. 

Et  l'on  aurait  de  même  P.tc  pour  la  valeur  différentielle  de  la  même 

formule,  provenant  de  l'incrément tc  de  l'ordonnée  suivante  j,  où  P  est 

ce  que  devient  P  lorsque  y  devient  y;  et  ainsi  de  suite. 

Or,  en  regardant,  suivant  les  principes  du  Calcul  diff'érentiel,  les 

ordonnées  j,  j,  y,  ••-  comme  infiniment  proches,  on  a 
r  =  ^'  +  dy,         r  =  j  +  2  (//  +  d-f,         ...  ; 
par  conséquent  on  aura  aussi 

P  =  P  +  rfP,        P  =  P  ^-  2  JP  +  c;^  p, 
Ainsi,  en  faisant  varier  à  la  fois  les  deux  ordonnées  voisines  j  et  j, 
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la  valeur  différentielle  àefZdx  sera 

P.V+  (P  +  </P)w; 

et,  en  faisant  varier  les  trois  ordonnées  voisines  y,  y,  y,  sa  valeur  dif- 
férentielle sera 

P.V  +  (P  +  rfP)M  +  (P  +  2^/P+j2p);^, 

et  ainsi  de  suite. 

Il  en  sera  de  même  de  toutes  les  autres  formules  semblables. 

Donc,  pour  les  courbes  où  la  formule  J7,dx  doit  être  un  maximum 
ou  un  minimum  absolu,  on  aura,  en  ne  faisant  varier  qu'une  ordonnée, 
l'équation  P.v  =  o,  laquelle  donne  P  =  o. 

Pour  les  courbes  oxxJZdx  ne  doit  être  qu'un  maximum  ou  un  mini- 
mum relatif  parmi  toutes  les  courbes  qui  ont  une  propriété  commune 
exprimée  par  la  formule/Y a?^,  si  l'on  représente  parQ.v  la  valeur 
différentielle  àaJYdx  due  à  l'incrément  v  de  j,  on  aura,  en  faisant  va- 
rier deux  ordonnées  et  égalant  à  zéro  les  valeurs  différentielles  des 
formules /Z^o;  et  JYdx,  les  équations 

P.V+  (,P  +  f/P)w=:0, 

Q.v  +  (Q-+- JQ)w  =  o, 

lesquelles  donnent  celle-ci 

JP      dQ 


P         Q  =°' 


dont  l'intégrale  est 


P  4-aQ  =  o, 

a  étant  une  constante  arbitraire. 

Cette  équation  est,  comme  l'on  voit,  la  même  que  celle  qu'on 
trouverait  pour  le  maximum  ou  minimum  absolu  de  la  formule 
JZdx  -[-aJYdx,  en  ne  faisant  varier  qu'une  seule  ordonnée. 

Si  la  même  formule /Zc^^  ne  devait  être  un  maximum  ou  un  mini- 
mum que  dans  une  des  courbes  dans  lesquelles  deux  autres  formules 
fYdx  ci  fXdx  conservent  les  mêmes  valeurs,  on  aurait  alors  le  cas 
où  il  faut  faire  varier  trois  ordonnées  successives,  et  où  il  faudra  égaler 
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séparément  à  zéro  les  valeurs  différentielles  des  trois  formules  dont  il 
s'agit. 

Ainsi,  en  dénotant  parR.v  la  valeur  différentielle  àefXdx  prove- 
nant de  l'incrément  v,  on  aurait  ces  trois  équations 

P.V  +  {]"  +  dP)oy  -i-  [P  -h  -2  dP  -\-  d^-'P]7:  =  o, 
Q.y  +  (Q  +  (/Q)c.3  4- (Q  + -î  JQ  +  ^/^OJTi  =  o, 
R.v  +  (R  +  (/R)M  +  (R4-3.f/R  +  a'2R)Tr  =  o, 
savoir, 

P{v  +  &J  +  Tt)  +  dP{M  -+-  -2  71)  +  d'^P.T:  =  o, 

Q(v  +  &)  +  7r)-t- rfQ(w  +  27:) +c?2Q.^_  0^ 
R(v4-oj  +  7r)  +  (/R(w  +  2tc)  +  d^R.rL  =  o. 

Éliminant  deux  des  quantités  v,  oj,  tt,  la  troisième  s'évanouit  d'elle- 
même,  et  l'on  obtient  une  équation  différentielle  du  second  ordre  entre 
les  trois  variables  P,  Q,  R,  dont  par  conséquent  l'intégrale  complète 
renfermera  trois  constantes  arbitraires.  Mais,  sanscbercber  cette  équa- 
tion différentielle,  il  est  facile  de  s'assurer  que  l'équation 

satisfait  aux  trois  équations  ci-dessus,  quelles  que  soient  les  valeurs 
des  coefficients  a,  ^,  pourvu  qu'ils  soient  constants;  car,  en  multipliant 
la  seconde  équation  par  a,  la  troisième  par  b,  et  les  ajoutant  à  la  pre- 
mière, on  aura  une  équation  identique,  en  vertu  de  l'équation  sup- 
posée; et,  comme  cette  équation  contient  deux  constantes  arbitraires  a 
et  b,  il  s'ensuit  qu'elle  sera  nécessairement  l'intégrale  complète  de 
l'équation  du  second  ordre  dont  il  s'agit;  et  l'on  voit  en  même  temps 
qu'elle  n'est  autre  chose  que  celle  qui  donne  le  maximum  ou  minimum 
absolu  de  la  formule 

/Z  dx  +  a/Y  dx  +  bf\dx. 

Au  reste,  je  dois  observer  que,  dans  les  premières  solutions  qui  ont 
été  données  du  problème  des  isopérimètres  par  les  Bernoulli,  Taylor  et 
Euler  lui-même,  la  valeur  différentielle  de  la  formule /Z  c/^,  qui  doit 
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être  un  maximum  ou  un  minimum  parmi  toutes  les  courbes  isopéri- 
mètres, n'est  pas  de  la  forme 

P.V  +  P.O), 

lorsque  la  fonction  Z  contient  l'arc  s  de  la  courbe,  ce  qui  est  contraire 
à  la  théorie  d'Euler,  qu'on  vient  d'exposer. 

Par  exemple,  dans  la  solution  de  Taylor,  qui  est  une  des  plus 
simples,  si  l'on  y  substitue  les  dénominations  précédentes,  qu'on  sup- 
pose 

f/Z  =  Lcls-hmf!x-h^  (if, 

et  qu'on  fasse,  pour  abréger,  -J^  =^q,  on  a  cette  valeur  différentielle 

[^  -hhq)dx.v  -[-[^  -{-hq]dx.(ù, 

provenant  des  variations  v  et  w  des  ordonnées  j  et  j  dans  les  trois 

éléments  Z  o?ir  H- Zflfa? -h  Zû?,:r,  qui  sont  les  seuls  que  Taylor  considère. 
Mais  je  remarque  que  cette  valeur  n'est  pas  la  valeur  différentielle 
complète  de  la  formule  intégrale  JZdx-,  car,  par  les  formules  exactes 
de  l'ouvrage  cité  d'Euler,  la  seule  variation  v  de  l'ordonnée  j,  dans  la 
formule /Z^a;,  donne  la  valeur  différentielle 

[N  -  dx  -  d.{n-fL  dx)q]v, 

où  H  est  la  valeur  de  fLdcc,  correspondante  à  une  abscisse  donnée  a, 
pour  laquelle  fZdoc  doit  être  un  maximum  ou  un  minimum.  De  sorte 
que,  pour  les  deux  variations  simultanées  v  et  w,  la  vraie  valeur  diffé- 
rentielle sera 

[N  dx-d.{lî-fLdx)q'\v'^l^dx-d.{U  -/L  dx)q]rù. 

On  voit  d'abord  par  là  que  la  valeur  différentielle  de  Taylor  donne- 
rait une  solution  fausse,  si  on  voulait  l'employer  à  trouver  la  courbe 
dans  laquelle  JZdx  serait  un  maximum  ou  un  minimum  entre  toutes 
les  courbes  possibles,  dans  lequel  cas  il  suffit  d'avoir  égard  à  la  varia- 
tion d'une  seule  ordonnée;  car,  en  égalant  à  zéro  cette  valeur  différen- 
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tielle,  et  supposant  w  nul,  on  aurait  l'équation 

N  +  Lç  — o; 

tandis  que  la  solution  d'Euler  donnerait 

1<\  dx  —  d.[ll  —  fLiIx)q  =  o, 

qui  est  la  véritable  équation  du  problème. 

Dans  le  cas  des  isopérimètres,  il  arrive  néanmoins  que  les  deux  solu- 
tions s'accordent  ;  car  alors  la  propriété  commune  des  courbes  est  l'arc  s, 

c'est-à-dire  la  formule /y^fi^o?^  H- r/y^,  ou/V  i  -\-p'^  dx,  en  faisant /o  =  -J-  ; 
ainsi  on  a  de  plus  la  formule 


f\  (Ix,    où    Y  =  \U-+-p-, 

dont  la  valeur  différentielle  doit  être  nulle,  en  même  temps  que  celle 
defZdoc. 

Or,  par  la  construction  et  l'analyse  de  Taylor,  on  a  pour  cette  for- 
mule la  valeur  différentielle 

—  dq  .-u  —  dq  .  a  ; 

et,  par  les  formules  de  l'Ouvrage  d'Euler,  on  a  de  même  —  dg.v  pour  la 
valeur  différentielle  due  à  la  seule  variation  v;  de  sorte  que,  pour  les 
deux  variations  V  et  w,  on  aura  également 

—  dq  .V  —  dq  .r,). 

Ainsi,  suivant  Taylor,  on  doit  avoir,  dans  ce  cas,  les  deux  équations 

(N  4-  L^)v  H-  (N  4-  L^]&)  =  o,         dq.v  -h  dq.M  =  o, 
lesquelles  donnent,  par  l'élimination  de  v  et  to,  celle-ci  : 

{^-hLq]dq=z[i^-i-iq]dq; 
savoir,  en  substituant  N  +  r/N  pour  N,  L-\-dL  pour  L,  d(/-h(Pq  pour  dcj 

ff 

et  ^  +  2  d(j  -i-d'^q  pour  q,  et  effaçant  ce  qui  se  détruit, 

N  d-  q  +  Lqd'-q  —  c^N  dq  —  dL  q  dq  —  2  L  d-q  —  i  dL  d'-q  —  L  dq  d-q  —  dL  dq  d'-q  =  o. 
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Mais  les  trois  derniers  termes  sont  du  troisième  ordre,  tandis  que 
les  premiers  ne  sont  que  du  second;  ainsi,  en  rejetant  les  trois  derniers 
comme  infiniment  petits  vis-à-vis  des  autres,  on  a  simplement  l'équa- 
tion du  second  ordre 

^  d-q  -{-Lq  d-q  —  d^  dq  —-  d Lq  dq  —  ih  d- q  ^  o , 

comme  Taylor  le  trouve. 

Suivant  Euler,  les  deux  équations  seraient 

[N  dx  -d.{\l  -/L  dx)q]^j  +  [lkdx~  d.  (  H  -/L  dx]'q'\r,)  =  o, 

dq  .V  -+-  dq  .'jy  ^=  o. 

Mais 

d.'yU  —  fLdx)q  =  —  Lqdx^{li  —fLdx)  dq, 

et 

d.{n-fL  dx  ]q=-  L  q  dx  +  (  II  -/L  dx  )  dq 

=r  —  \uj  dx  -f  (  H  — /L  dx  )  dq  —  L  dx  dq 
à  cause  de 

JL  dx  =fL  dx  -+-  L  dx. 

Donc,  en  observant  que  q  -h  dq  =(j,  la  première  équation  devient 

I  (N  +  Lq)  dx  -  (H  -/L  dx)  dq'jv  +  [(N  +  Lq)  dx  -  (H  —fLdx)  d(j]oi  =  o; 
lacjuelle,  en  vertu  de  la  seconde,  se  réduit  à  celle-ci  : 

(N  +  Lq)v  +  (N  +  Lry)o)=:o, 

qui  est  la  même  que  celle  de  Taylor.  Ainsi,  comme  les  deux  autres 
équations  s'accordent  aussi,  le  résultat  doit  être  nécessairement  le 
même. 

En  effet,  suivant  le  théorème  d'Euler,  en  ne  considérant  que  la  seule 
variation  v,  on  a  tout  de  suite  l'équation 

N  dx  —  d.{ H  —fL  dx)q  —  adq  ^=  o, 

a  étant  une  constante  arbitraire. 
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Cette  équation  est  l'intégrale  première  de  celle  de  Taylor;  car,  si  on 
la  réduit  à  la  forme 

N  Jjc  —  (H  -f  a  — /L  dx)dq  -f-  Lqdx  =  o, 

qu'on  la  différentie  après  l'avoir  divisée  par  dq,  et  qu'on  fasse  ensuite 
disparaître  les  dénominateurs,  on  trouvera  l'équation  de  Taylor. 

On  pourrait  faire  des  remarques  semblables  sur  les  solutions  de 
Bernoulli  et  sur  celles  d'Euler,  dans  les  tomes  VI  et  YIII  des  Anciens 
Commentaires  de  Pélersbourg.  Mais,  dans  l'état  actuel  de  l'Analyse,  on 
peut  regarder  ces  discussions  comme  inutiles,  parce  qu'elles  regardent 
des  méthodes  oubliées,  comme  ayant  fait  place  à  d'autres  plus  simples 
et  plus  générales.  Cependant  elles  peuvent  avoir  encore  quelque  intérêt 
pour  ceux  qui  aiment  à  suivre  pas  à  pas  les  progrès  de  l'Analyse,  et  à 
voir  comment  les  méthodes  simples  et  générales  naissent  des  questions 
particulières  et  des  procédés  indirects  et  compliqués. 

L'Ouvrage  d'Euler,  que  nous  avons  cité,  n'aurait  rien  laissé  à  désirer 
sur  les  problèmes  relatifs  aux  courbes  qui  jouissent  de  quelque  pro- 
priété de  maximum  ou  minimum,  s'il  avait  pour  base  une  analyse  plus 
conforme  à  l'esprit  du  Calcul  différentiel.  Mais  la  décomposition  que 
l'auteur  y  fait  des  différentielles  et  des  intégrales  dans  leurs  éléments 
primitifs  détruit  le  mécanisme  de  ce  calcul,  et  lui  fait  perdre  ses  prin- 
cipaux avantages,  la  simplicité  et  la  généralité  de  son  algorithme. 

Il  restait  donc  à  trouver  la  manière  de  plier  le  Calcul  différentiel  à 
ce  genre  de  problèmes  qui  sont  essentiellement  de  son  ressort,  et  de 
les  résoudre  sans  s'écarter  de  la  marche  simple  et  uniforme  de  ce  Cal- 
cul. Cet  objet  a  été  rempli  par  la  méthode  des  variations,  publiée  dans 
le  tome  II  des  Mémoires  de  l' Académie  de  Turin  (').  Comme  cette  méthode 
est  exposée  dans  la  plupart  des  Traités  de  Calcul  différentiel  qui  ont 
paru  depuis,  nous  nous  contenterons  d'en  donner  ici  les  principes. 

Elle  consiste  k  faire  varier  les  y  dans  la  formule  intégrale  en  x  et  y, 
qui  doit  être  un  maximum  ou  un  minimum,  par  des  différentiations 

(')  OEnvrcs  de  Lagrange,  t.  I,  p.  335,  et  t.  II,  p.  37. 
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ordinaires,  mais  relatives  à  une  autre  caractéristique  S,  différente  de 
la  caractéristique  ordinaire  d,  et  à  déterminer  la  valeur  différentielle 
de  la  formule  par  rapport  à  cette  nouvelle  cjlractéristique,  en  transpo- 
sant le  signe  S  après  les  signes  d  et  /,  lorsqu'il  se  trouve  placé  avant, 
et  en  faisant  ensuite  disparaître  par  des  intégrations  par  parties  les  dif- 
férentielles de  "^y  sous  les  signes/. 

Soit  la  formule/Zqui  doive  être  un  maximum  ou  un  minimum  entre 
des  limites  données,  la  quantité  Z  étant  une  fonction  donnée  de  x,  y, 

dy,  d-y, En  supposant  doc  constant,  on  aura  ^/Z  pour  la  valeur 

différentielle  qui  doit  être  nulle  dans  le  maximum  ou  minimum;  donc 

ôfZ  =  o, 

équation  qui  se  transforme  tout  de  suite  en 

/ÔZ  =  o. 

Supposons  qu'en  différentiant  à  la  manière  ordinaire,  mais  suivant 
la  caractéristique  ?),  et  ne  faisant  varier  que  les  j,  dy,  . . .,  on  ait 

ÔZ  =  N  â^-  +  P  (5  d>-  +  Q  0  (/-Y  +  .  .  .  ; 

on  aura  l'équation 

/N  ôj -t-/P  ô  f/j +/Q  ô  (f2  j  ^ . , .  =,  o. 

Or/P  ^dy  se  transforme  d'abord  enfPd^y,  et  ensuite,  en  intégrant  par 
parties,  en  V^y  —fdPly. 

De  même  JQâd-y  se  transforme  d'abord  en  JQd^^y,  ensuite  en 
Qd\v  —  dÇ)}iy  -\-  f  d'-Q'^y,  et  ainsi  des  autres. 

Donc,  en  ajoutant  une  constante  quelconque  K  à  ces  intégrations, 
l'équation  deviendra 

Vdy-\-Qddy-dQoy  +  ...-h  K  +/(N  —  ^P  +  f/^Q  -  .  .  .)  ôj=  o. 

Comme  toutes  les  différentielles  de  ^y  ont  disparu  de  dessous  le 
signe/,  cette  partie  n'est  plus  susceptible  d'aucune  réduction.  Ainsi, 
pour  vérifier  l'équation  indépendamment  des  variations  ?)y,  il  faudra 
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d'abord  égaler  à  zéro  le  coefficient  des  ^y  sous  le  signe,  ce  qui  donnera 

l'équation 

N  — f/P  +  ^-^Q-...=  o, 

laquelle  devra  avoir  lieu  indéfiniment  pour  toutes  les  valeurs  de  a-  et  v 
comprises  entre  les  limites  données. 

Cette  équation  est,  en  d'autres  termes,  celle  qu'Euler  a  trouvée  le 
premier  pour  le  maximum  ou  le  minimum  de  la  formule  intégrale 

fZdx.  Euler  f-dh  -~=p,  -^  =  ^,  ...,  et  il  suppose  Z  fonction  de  jt, 

y,  p,  q,  .  . .,  telle  qu'on  ait  par  la  différentiation 

dZ  =  M.dx  -^"H^  dy  -\-V  dp  +  Qdq  -\- 

Il  fait  ensuite  varier  l'ordonnée  j  de  la  ligne  infiniment  petite  n\;  et, 
en  regardant  la  formule  JT^dx  comme  l'aire  d'une  nouvelle  courbe; 
dont  Z  serait  l'ordonnée,  il  trouve  pour  la  valeur  différentielle  de  cette 
aire,  la  formule 


d'où  il  tire  l'équation 


.  dx        dx- 


N  _  —       — ^  _       — 

dx        dx-       '  '  ' 


qui  coïncide  avec  la  précédente. 

Notre  métbode  donne  de  plus  l'équation  déterminée 

( P  -  </Q  + . . . )  oj-  +  Q  rfaj  +  . . .  +  K  ^  o, 

laquelle  doit  avoir  lieu  dans  les  deux  limites  entre  lesquelles  la  for- 
mule/Zc/^  doit  être  un  maximum  ou  un  minimum. 

Désignons  par  y,,,  Po,  Q„,  ...  les  valeurs  de  j,  P,  Q,  ...  à  la  première 
limite  où  x  est  par  exemple  égal  à  a,  et  par  y,,  P,,  Q,,  ...  leurs  va- 
leurs à  l'autre  limite  où  x  serait  égal  à  /->;  on  aura  ainsi  les  deux  équa- 
tions 

(Po  —  </Qo  4- .  .  .  )  ôj'o  -i-  Qo  rf  5>-o  -h  .  .  .  4-  K  =  o, 
(P,  -JQ,  +...)ori  +Qi  doy,  +...-+- K=;o. 
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La  première  donnera  la  valeur  de  la  constante  K,  laquelle  étant  sub- 
stituée dans  la  seconde,  donne 

(P)  -dQt  +...)ô/i  +Q.  doft  +... 

—  (  Po  —  dQo  —  .  .  .  )  ôjû  —  Qo  (/  «5/0  —  .  .  .  =  o, 

équation  qui  reste  encore  à  vérifier  pour  la  solution  complète  du  pro- 
blème. 

Si  les  valeurs  de  jo  6t  j,,  ainsi  que  celles  de  -^î  -p-i  •••  ■>  sont  cen- 
sées données,  leurs  variations  seront  nulles,  et  tous  les  termes  de  l'équa- 
tion s'en  iront  d'eux-mêmes;  c'est  le  cas  de  l'Analyse  d'Euler. 

Si  toutes  ces  valeurs  ou  seulement  quelques-unes  sont  indéterminées, 
ou  s'il  y  a  entre  elles  des  relations  données  par  la  nature  du  problème, 
alors,  après  avoir  effacé  les  variations  qui  doivent  être  nulles  et  réduit 
les  autres  au  plus  petit  nombre  possible,  il  faudra  faire  disparaître  les 
variations  restantes  en  égalant  leurs  coefficients  à  zéro;  ce  qui  don- 
nera autant  d'équations  auxquelles  on  satisfera  par  le  moyen  des  con- 
stantes arbitraires  que  les  différentes  intégrations  introduiront  dans 
l'équation  du  problème.  [Foi>  là-dessus  le  deuxième  et  le  quatrième 
Volume  des  Mémoires  de  Turin  ('  ),  et  les  différents  Ouvrages  de  Calcul 
intégral  où  cette  théorie  est  exposée.] 

(  ')  OEiwrcs  de  Lagrange,  t.  I,  p.  335,  Cl  l.  II,  p.  Sy. 
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LEÇON  VINGT-DEUXIEME. 

o 

(Conliluiation    de   la   Leçon    précédente.) 
MÉTHODE    DES    VARIATIONS,    DÉDUITE    DE    LA    CONSIDÉRATION    DES    FONCTIONS. 


La  méthode  des  variations,  fondée  sur  l'emploi  et  la  combinaison  des 
caractéristiques  d  et^  qui  répondent  à  des  dlfférentiations  différentes, 
ne  laissait  rien  à  désirer;  mais  cette  méthode  ayant,  comme  le  Calcul 
différentiel,  la  supposition  des  infiniment  petits  pour  base,  il  était 
nécessaire  de  la  présenter  sous  un  autre  point  de  vue  pour  la  lier  au 
Calcul  des  fonctions  :  c'est  ce  que  j'ai  déjà  fait  dans  la  Théorie  des  Fonc- 
tions; mais  je  vais  reprendre  ici  cet  objet,  pour  le  traiter  d'une  manière 
plus  directe  et  plus  complète. 

Lorsqu'une  fonction  donnée  de  plusieurs  variables  et  de  leurs  déri- 
vées ne  satisfait  pas  aux  conditions  que  nous  avons  trouvées  dans  la 
Leçon  précédente,  elle  ne  peut  pas  avoir  une  fonction  primitive,  à 
moins  qu'il  n'y  ait  des  relations  établies  entre  ces  variables,  de  manière 
qu'il  n'y  reste  qu'une  seule  variable  indéterminée;  et  les  questions  de 
maximis  et  de  minimis  dont  il  s'agit  ici  consistent  à  trouver  des  rela- 
tions telles  que  la  fonction  primitive  qui  en  résultera  soit  un  maximum 
ou  un  minimum  entre  des  limites  données,  c'est-à-dire  entre  des  valeurs 
données  de  la  variable  qui  demeurera  indéterminée. 

On  voit  d'abord  que  cette  question  dépend  nécessairement  de  ce  que 
la  fonction  primitive  ne  puisse  avoir  lieu  sans  une  relation  entre  les 
variables;  car  si  elle  pouvait  être  une  fonction  déterminée  des  diffé- 
rentes variables  et  de  leurs  dérivées,  elle  ne  serait  plus  susceptible 
que  des  maxima  ou  minima  du  genre  ordinaire,  relativement  à  cha- 
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cuiu'  des  variables  et  de  leurs  dérivées  considérées  comme  des  va- 
riables particulières. 

Considérons  donc  une  fonction  quelconque  de  .r,  y,  y',  y",  . ..,  que 
nous  désignerons  par  V  et  que  nous  supposerons  n'avoir  point  de  fonc- 
tion primitive  dans  l'état  où  elle  est;  pour  qu'elle  en  ait  une,  il  faudra 
supposer  7  =  9(^7);  et,  pour  que  la  fonction  primitive  qui  en  résulte,  et 
que  nous  dénoterons  par  U,  soit  un  maximum  ou  un  minimum  entre 
des  limites  données  qui  répondent  à  des  valeurs  données  de  oc,  il  fau- 
dra qu'en  faisant  varier  tant  soit  peu  la  fonction  ip(^),  la  valeur  de  la 
fonction  U  prise  entre  ces  limites  diminue  dans  le  cas  du  maximum, 
et  augmente  dans  le  cas  du  minimum. 

Supposons  que  l'expression  de  r  soit,  en  général,  une  fonction  de  x 
et  i,  que  nous  représenterons  par  (!^{x,  i),  et  qui  soit  telle  qu'elle  de- 
vienne (p(a?)  lorsque  i  =  o. 

La  fonction  U  deviendra  aussi  une  fonction  de  ,x  et  i,  et,  pour  qu'elle 
soit  un  maximum  ou  un  minimum,  il  faudra  qu'en  donnant  à  i  une 
valeur  quelconque  très  petite,  et  supposant  d'ailleurs  la  composition  de 
la  fonction  ç(^,  i)  arbitraire  par  rapporta  i,  elle  ait  une  valeur  moindre 
dans  le  cas  du  maximum,  et  plus  grande  dans  le  cas  du  minimum  que 
lorsque  /=o.  Si  l'on  développe  cette  fonction  suivant  les  puissances 
de  i,  elle  deviendra 

2  2.J 

on  indiquant  par  des  points  les  fonctions  dérivées  par  rapport  à  /, 
dans  lesquelles  il  faut  faire,  après  la  dérivation,  i  =  o,  comme  on  l'a  vu 
dans  la  Leçon  IX. 

Ainsi  l'accroissement  de  U,  à  raison  de  la  quantité  i,  sera  exprimé 
par  les  termes 


'-      ir  l 


/U  +  -U+  — ^U 

2  2.0 


et  il  faudra  pour  le  maximum  que  la  somme  de  ces  termes  ait  une  va- 
leur négative,  et  pour  le  minimum  que  sa  valeur  soit  positive,  i  étant 
une  quantité  quelconque  très  petite  et  indépendante  de  œ. 
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On  a  prouvé  dans  la  Leçon  citée  qu'on  peut  toujours  donner  à  i  une 
valeur  assez  petite  pour  que  le  premier  ternie  i\]  surpasse  la  somme 
de  tous  les  suivants;  d'où  il  suit  qu'alors  l'accroissement  de  U  aura  le 
même  signe  que  le  terme  «Û;  mais  il  est  visible  que  ce  terme  change 
désigne  avec  la  quantité  i  qui  n'y  est  qu'à  la  première  dimension;  donc 
il  est  impossible  que  l'accroissement  de  U  soit  constamment  positif  ou 
négatif  en  donnant  à  i  des  valeurs  quelconques  très  petites,  à  moins 
que  le  premier  terme  i\J  du  développement  de  U  ne  disparaisse,  ce  qui 
donne  d'abord  la  condition  U  =  o,  qui  est,  comme  l'on  voit,  commune 
aux  maxima  et  aux  minima. 

Cette  condition  étant  remplie,  l'accroissement  de  U  se  réduira  à 

~-u+-^u+..., 

2  1.6 

et,  par  un  raisonnement  semblable  à  celui  que  nous  venons  de  faire, 

on  pourra  prouver  aussi  que  le  premier  terme  —  U  devra  être  positif 

ou  négatif  pour  que  la  variation  soit  positive  ou  négative;  mais,  ce 
terme  étant  multiplié  par  le  carré  de  i,  il  est  clair  que  son  signe  sera 
indépendant  de  i  et  ne  dépendra  que  de  celui  de  la  quantité  L,  la- 
quelle devra  donc  être  toujours  négative  dans  le  cas  du  maximum,  el 
positive  dans  le  cas  du  minimum;  ce  qui  contient  le  caractère  (jui 
distingue  les  maxima  des  minima. 

Telle  est  la  théorie  générale  des  maxima  et  minima  que  nous  avons 
cru  devoir  rappeler  ici  pour  ne  rien  laisser  à  désirer. 

Dans  les  questions  ordinaires,  la  quantité  U,  qui  doit  être  un  maxi- 
mum ou  un  minimum,  est  une  fonction  donnée  de  x,  et  les  dérivées 
Ù,  U,  . . .  sont  prises  par  rapport  à  ce;  alors  l'équation  U  =  o  devient 
1^1'  =  o,  et  donne  la  valeur  de  .r;  ensuite  le  signe  de  U"  distingue  le 
maximum  du  minimum. 

Dans  les  questions  dont  il  s'agit  ici,  la  fonction  U  n'est  donnée  que 
par  sa  fonction  dérivée  Y;  la  fonction  cp(a;)  est  l'inconnue,  et  les  déri- 
vées Ù,  ij,  ...  sont  censées  prises  par  rapport  à  la  quantité  i  qu'on  sup- 
X.  5i 
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pose  contenue  dans  la  fonction  (^[œ,i).  Ainsi  la  difficulté  consiste  à 
déduire  ces  dérivées  de  la  fonction  donnée  V. 

Or,  jetant  0(^7),  lorsque  0(^7)  devient  ©(^r,  i),j  deviendra 


i- 


en  dénotant,  comme  plus  haut,  par  des  points  les  fonctions  dérivées 
par  rapport  à  i,  dans  lesquelles  on  fait  ensuite  i  =  o,  de  sorte  que  ces 
fonctions  deviennent  de  simples  fonctions  de  ce,  qui  peuvent  même 
avoir  une  valeur  quelconque,  parce  que  la  composition  de  la  fonction 
o{x,  i)  est  supposée  arbitraire  par  rapport  à  i. 

Ainsi,  en  prenant  les  fonctions  dérivées  par  rapport  à  oc,  il  est  clair 
que  y  deviendra  pareillement 

r  ^ly  +  -/  +  ..., 
et  y"  deviendra  de  même 

r"+iy"+'ly"  +  ---, 

et  ainsi  de  suite. 

Faisant  ces  substitutions  à  la  place  des  quantités  y,  y',  y",  . . .  dans 
la  fonction  donnée  V  et  développant  ensuite  les  puissances  de  i,  cette 
fonction  deviendra 


i- 


»3 


2  2.J 

et,  par  la  théorie  des  fonctions  dérivées  exposée  dans  les  premières 
Leçons,  il  est  facile  de  conclure  que  la  quantité  V,  qui,  étant  multipliée 
par  i,  forme  le  premier  terme  du  développement,  sera  la  fonction  dé- 
rivée de  V,  en  supposant  x  constant  et  y,  y',  y",  . . .  des  variables  in- 
dépendantes, dont  les  fonctions  dérivées  soient  respectivement  y,  y', 
y",  ....  De  même  V  sera  sa  fonction  dérivée  du  second  ordre,  prise  rela- 
tivement aux  mêmes  variables,  et  en  supposant  que  y,  y',  y",  . . . 
soient  les  fonctions  secondes  de  y,  y',  y",  . . .,  et  ainsi  de  suite. 

Nous  appellerons  en  général  variations  du  premier  ordre,  du  se- 
cond, etc.,  ces  dérivées  marquées  par  des  points  et  relatives  à  la  quan- 
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tité  i,  dans  lesquelles  cette  quantité  est  supposée  nulle.  Ainsi  y  sera 
la  variation  du  premier  ordre  dej,  y'  sera  la  dérivée  ordinaire  de  cette 
variation,  y  sera  la  variation  du  second  ordre  de  y,  et  ainsi  de  suite. 
De  même,  Y,  V,  ...  seront  les  variations  du  premier  ordre,  du  second 
ordre,  etc.,  de  Y;  et  U,  Û,  ...  seront  aussi  les  variations  du  premier 
ordre,  du  second  ordre,  etc.,  de  U.  Et  pour  former  ces  variations,  on 
suivra  les  mêmes  règles  que  pour  les  fonctions  dérivées  ordinaires. 
Ainsi,  en  faisant 

v=/(^o%/./'.  ■■■], 

on  aura,  suivant  la  notation  employée  dans  ces  Leçons, 

V  =r/'(r)  ^r' /'(/)+/'/'(/')  +  •  •  •  • 

Il  est  visible  que  cette  fonction  V  est  la  même  chose  que  celle  que 
nous  avons  désignée  par  Y  au  commencement  de  la  Leçon  précédente, 
en  changeant  seulement  y  en  w,  parce  que  nous  avons  supposé  alors 
que  l'accroissement  de  y  était  représenté  simplement  par/w. 

Maintenant,  puisque  U  est  supposé  la  fonction  primitive  de  Y  en  y 
faisant  y  =  ç(^),  quelle  que  soit  la  fonction  9(^),  elle  le  sera  aussi  en 
faisant  y  =  fp(x,  i).  Dans  ce  cas,  nous  avons  vu  que  U  devient 


et  Y  devient 


U  -f-  /Ù  +  -  U  . 

■2. 


V  +  /V+-Y+..., 

2 


de  sorte  que,  comme  i  peut  être  une  quantité  quelconque,  il  faudra 
que  les  variations  U,  U,  ...  soient  respectivement  aussi  les  fonctions 
primitives  des  variations  Y,  V,  ...  ;  ainsi  on  aura 

IJ'  =  V,     \i'  =  Y,     .... 

La  condition  du  maximum  ou  minimum  consiste  donc  en  ce  que  la 
fonction  primitive  de  Y  soit  nulle,  quelle  que  soit  la  valeur  de  y.  Or  si, 
pour  plus  de  simplicité,  on  représente  la  valeur  de  Y  par  la  formule 

Nj+P/'  +  Qr"4-Rj"'  +  ..., 
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et  qu'on  emploie  relativement  aux  dérivées  de  y  les  transformations 
qu'on  a  enseignées  au  commencement  de  la  Leçon  précédente,  relati- 
vement aux  dérivées  dew  dans  l'expression  de  V,  et  dont  l'objet  est  de 
réduire  à  des  fonctions  dérivées  exactes  tous  les  termes  qui  contiennent 
(les  dérivées  de  y,  on  aura  cette  transformée 

.      V  =  (N  -  P'  +  Q"  -  R'"  4- .  . .  )x 

+  (Pr)'-(Q'r)'+(K"jL-r-.-- 
+  (Q/)'~(Hy  )'  +  ... 

+  (R/')'---- 


où  l'on  voit  que  tous  les  termes,  à  l'exception  de  ceux  qui  forment  la 
première  ligne,  sont  des  fonctions  dérivées  exactes,  de  sorte  que  leurs 
fonctions  primitives  sont  connues  et  déterminées,  quelle  que  soit  la 
quantité  y;  au  contraire,  les  termes  de  la  première^  ligne  étant  tous 
multipliés  par  r  ne  peuvent  avoir  de  fonction  primitive,  à  moins  qu'on 
ne  donne  à  la  variation  y  des  valeurs  particulières.  Donc,  comme  cette 
variation  doit  demeurer  indéterminée,  il  sera  impossible  que  la  fonc- 
tion primitive  de  V  devienne  nulle,  à  moins  que  la  première  ligne  de 
l'expression  de  V  ne  disparaisse,  ce  qui  donnera  l'équation  indépen- 
dante de  >', 

N-P'  +  Q"-R"'-i-.  ..  =  <>. 

C'est  l'équation  qui  contient  la  relation  nécessaire  entre  les  va- 
riables a;  et  y  pour  l'existence  du  maximum  ou  minimum,  et  que  nous 
appellerons  équation  générale  du  maximum  ou  minimum.  En  Géomé- 
trie, c'est  l'équation  de  la  courbe  qui  jouit  de  la  propriété  de  maximum 
ou  minimum.  Il  est  facile  de  voir  que  cette  équation  sera  en  général  de 
l'ordre  2«,  si  la  fonction  proposée  V  est  de  l'ordre  n,  c'est-à-dire  si  elle 
contient  la  dérivée  j'"';  de  sorte  que  son  équation  primitive  en  ce  et  y 
contiendra  2«  constantes  arbitraires. 

La  première  ligne  de  la  valeur  de  V  ayant  disparu,  on  aura,  en  pre- 
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nant  la  fonction  primitive  de  V, 

IJ  =  (P-Q'+K"-.. 

+  (Q_U' +  ...)/ 

+  (R-...)/' 


W5 


+  K, 

la  quantité  K  étant  une  constante  arbitraire. 

Cette  fonction  ayant  maintenant  une  valeur  déterminée,  pour  que 
cette  valeur  soit  nulle  entre  les  limites  données,  il  faudra  que  la  diffé- 
rence des  valeurs  qui  répondent  à  ces  limites  soit  nulle. 

Désignons  par  Ùo  et  Ù,  les  valeurs  de  U  qui  répondent  à  la  première 

et  à  la  seconde  limite,  dans  lesquelles  x  aura  des  valeurs  données,  el 

représentons  de  la  même  manière  les  valeurs  des  autres  quantités  dans 

ces  limites;  on  aura  cette  équation  particulière  aux  limites  U,  -■  Uo  =  o, 

savoir  : 

(P. -Q. +lVi -. 

+  (Q, -r; +...)r. 


)r. 


-(Po-Q'o  +  R;-...)ro 


)  = 


[Qo 

(Ro 


R'n 


)ro 


Ijo 


à  laquelle  on  devra  satisfaire  comme  aux  équations  pour  les  maxima  et 
minima  du  genre  ordinaire;  et  les  conditions  qui  en  résulteront  servi- 
ront à  déterminer  les.  constantes  arbitraires  que  la  valeur  de  y  en  r 
pourra  admettre. 

Si  les  valeurs  de  y,  y',  y",  . . .  étaient  supposées  données  aux  deux 
limites,  alors  il  est  visible  que  les  variations  jo»  j'o' Jo'  •••  ^t  y,,  y\, 
y],  ...  seraient  nulles  à  la  fois;  par  conséquent  l'équation,  ayant  lieu 
d'elle-même,  ne  donnerait  aucune  condition  à  remplir. 

Si  au  contraire  aucune  de  ces  valeurs  n'était  donnée,  alors  il  fau- 
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(Irait  égaler  séparément  à  zéro  tous  les  coefficients  de  ces  mêmes  varia- 
tions, ce  qui  donnerait  autant  d'équations  relatives  à  chacune  des  deux 
limites. 

Mais  il  arrive  le  plus  souvent  que  les  valeurs  de  y  et  de  ses  dérivées 
aux  deux  limites  ne  sont  ni  toutes  données  ni  toutes  arbitraires,  mais 
qu'il  y  a  entre  elles  des  relations  données  par  la  nature  du  problème. 
Alors  il  faudra,  par  le  moyen  de  ces  relations,  réduire  les  variations 
y,  y,  y",  ...  dans  les  deux  limites  au  plus  petit  nombre  possible,  et 
égaler  à  zéro  les  coefficients  de  celles  qui  demeureront  indéterminées. 

L'équation  générale 

N  -  P'  +  Q"  - . . .  =  o, 

que  nous  venons  de  trouver  pour  le  maximum  ou  minimum  de  la  fonc- 
tion primitive  de  V,  est,  comme  l'on  voit,  la  même  que  celle  que  nous 
avons  trouvée  dans  la  Leçon  précédente  pour  l'existence  de  cette  fonc- 
tion, indépendamment  d'aucune  relation  entre  les  variables. 

On  voit  maintenant  la  raison  de  cette  identité  des  formules  par  la 
conformité  des  opérations  analytiques  dans  les  deux  cas. 

Il  est  d'ailleurs  évident  que,  lorsque  la  fonction  V  est  d'elle-même 

une  dérivée  exacte,  sa  fonction  primitive  est  une  fonction  déterminée 

de  X,  y,  y  ,  y",  . . .,  qui  doit  alors  être  rapportée  aux  deux  limites,  de 

manière  que  l'équation 

N-P'  +  Q"-.  ..=  o. 

ne  doit  plus  donner  de  relation  entre  oc  et  y,  et  par  conséquent  doit 
se  vérifier  d'elle-même. 

C'est  par  cette  considération  qu'Euler  a  trouvé  le  premier  cette  même 
équation,  ou  plutôt  l'équation  équivalente 

pour  la  condition  de  l'intégrabilité  de  la  formule  Zdx.  Condorcet  a 
observé  ensuite  que,  si  la  formule/Z  r/j;  était  intégrable,  il  fallait  que 
la  variation  If  Zdx  le  fût  aussi;  et  de  là  il  a  conclu  que  les  équations 
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de  condition  pourTintégrabilité  devaient  être  les  mêmes  que  les  équa- 
tions entre  les  variables  pour  les  maxima  et  minima.  Notre  analyse  ne 
doit  rien  laisser  à  désirer  sur  cet  objet. 

Nous  avons  supposé  jusqu'ici  que  la  variation  de  x  était  nulle;  c'est 
ce  qui  a  toujours  lieu  lorsque  les  limites  sont  fixes;  mais,  comme  dans 
la  plupart  des  cas  les  limites  sont  variables,  il  est  bon  de  voir  ce  que 
doit  donner  la  variation  de  x. 

Pour  cela,  il  suffit  de  considérer  que,  la  fonction  U  étant  censée  une 
fonction  de  x,  si  l'on  fait  croître  x  de  ix,  l'accroissement  de  U  sera, 
comme  on  l'a  vu  dans  les  premières  Leçons, 

Or  U'  =  V  par  l'hypothèse;  donc 

U"=V',    U"'=V", 
et  ainsi  de  suite. 

Donc,  pour  avoir  l'accroissement  de  U  dans  ce  cas,  il  suffira  d'ajouter 

respectivement  aux  variations   U,   Û,  ...   les  termes  x^ ,  x"^^' , 

Ainsi,  comme  V=U',  il  faudra  ajouter  à  la  valeur  de  V  trouvée  dans 
l'hypothèse  où  x  ne  varie  pas  le  terme  (V^)'. 

Mais,  comme  la  variation  de  x  influe  aussi  sur  celle  de  y  en  tant 
que  cette  quantité  est  fonction  de  x,  il  faudra,  dans  ce  cas,  retrancher 
de  celle-ci  ce  qui  est  dû  à  la  variation  de  x,  dont  nous  venons  de  déter- 
miner l'efl'et  total  sur  les  variations  de  U. 

En  effet,  on  a  vu  ci-dessus  que,  y  étant  '^{x),  lorsque  ç(^)  devient 

ç(.r,  i),  y  devient  Y  -{-iy  -\ y  -\- —  Or,  x  devenant  en  même  temps 

X  -+-  ix,  y  devient  par  là 

y+ixy  -t-  ~^y  -i-..-. 

De  la  même  manière,  y,  qui  est  aussi  fonction  de  x,  deviendra 

y  +  ixy'^-~y"-i-..., 
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et  V  deviendra 

r  +  i^/-^ — ~-/'-^.... 

Donc  l'accroissement  total  de  r  sera  exprimé  par 

/  (j  -+-  arx']  H-  ^  Cr  -+-  2x/  -h-x-'y']-h..., 

où   l'on   voit  que    y -j-xj',  y -+- 2irj'  f- a^'^j",  ...   sont  les  variations 
totales  de  j,  dans  le  cas  où  l'on  a  égard  à  la  variation  ce  de  .r. 

Désignant,  pour  un  moment,  ces  variations  par  (y),  (y),  ...,  pour  les 
distinguer  des  variations  y,  y,  ...  qui  ont  lieu  lorsque  oc  est  nul,  on 
aura 

r  -'-  ^r'  =  [r)>  r  +  •^■•^r'  -^-  ^■y"=  (r).    •  •  •  ; 

donc 

et,  prenant  les  dérivées  par  rapport  à  x, 

/  =  [(.r)-V]'.    r"-[(r)-^/3"'    •••• 

Ce  sont  les  valeurs  qu'il  faudra  substituer  à  la  place  de  y,  y',  y",  ... 
dans  la  variation  V  prise  en  regardant  a:- comme  invariable.  Donc,  si 
l'on  a  égard  à  la  variation  de  x,  l'expression  de  V  trouvée  ci-dessus 
deviendra,  en  mettant  simplement  y  au  lieu  de  (y), 

N(r— r'-^f)  -hV[y~y'x)'  +  Q[y-r'x)"-v-¥.[y-fx-]"'-^  .  .  .+  (V;c)'. 

Ainsi  les  termes  de  la  transformée,  qui  seront  multipliés  par  les  va- 
riations y  etx,  sans  être  des  dérivées  exactes,  seront  simplement 

(N_P'  +  Q"-.lV"  +  ...)(j^-/x), 

d'où  l'on  voit  que  l'équation  générale 

N-P'  +  Q"— R"'-i-...  — o, 

trouvée  d'après  la  seule  variation  de  y,  satisfait  en  même  temps  à  la 
variation  de  x.  Donc  cette  variation  n'influera  que  sur  l'équation  aux 
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limites  T,  ~i\^o,  dans  laquelle  il  faudra  ajouter  à  la  valeur  de  Ù  le 
terme  \a\  et  y  changer  j  en  v— y'a-. 

On  peut  parvenir  au  même  résultat  d'une  manière  moins  simple, 
mais  plus  directe,  en  considérant  immédiatement  les  variations  de  .v 
et  de  ses  dérivées. 

Pour  cela,  il  faut  d'abord  dépouiller  la  fonction  V  de  la  sup{)osition 
de  ^•'=  I,  pour  pouvoir  tenir  compte  des  variations  de  .t',  r",  .. .,  ce 
qui  se  fait  en  substituant,  comme  on  l'a  vu  dans  les  Leçons  précé- 

r' 


dénies,  —  au  lieu  de  y',  ——/—  au  lieu  de  y",  et  ainsi  de  suite,  en  multi- 
pliant la  fonction  V  par  x'  pour  qu'elle  puisse  être  la  fonction  dérivée 
de  U. 

Soit,  pour  abréger, 

r'  P'  'ï 

il  faudra  dans  V  substituer  p,  q,  /•,...  à  la  place  de  y' ,  y",  y'",  . . .; 

moyennant  quoi  cette  quantité  deviendra  fonction  dey,/;,  y et 

l'on  aura  la  dérivée 

\'  =  Mx'  +  N/  +  Vp'+Qq'  +  l\r'-h.  .  . , 

qui  se  réduit  à 

\'=z  (M  +  N/>  H-  P^  H-  Qr  +  lu  -f- .  ..]x\ 
et  la  variation 

V  =  Mi:  -4-  Nj  -h  P/)  -;-  Q  ry  -i-  Il  r  -|- 

Ainsi  tout  consiste  à  trouver  les  valeurs  des  variations/;,  q,  r,  .... 
Or, p  étant  =  ~,  on  aura 

■  _  y_        y^x'  _  y'  —  px'  __  [r  ~  px)'  +  f)' X  _  (;■  ~  px]' 

îÂf  tX-       "  wV  vC  ^Xf 


à  cause  de^  =  v- 


X 

X.  52 
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On  peut  faire  ici  x'  —  i,  et  l'on  aura  simplement 

P  =  {r  —  p^)'-^<i^- 

De  même,  a  étant  —  — ,?  on  aura 

^  a: 

■  _  p'        p'x'  __  />'—  g. y'  __  If}  ^  r/.rY+  q' x  _  [p  —  qx]' 

J  ,yr,l  ^y^r    _•  Art'  A(.  yy' 

Mais  la  valeur  de  p  donne 

p-qx  =  [y~px)'\ 

donc,  faisant  cette  substitution,  et  supposant  x'  —  \,  ce  qui  est  permis 

ici,  il  viendra 

'q  =  [r  —  px]"+vx. 

On  trouvera  de  la  même  manière 

r^={y  —  px)"  +  ^x, 
et  ainsi  de  suite. 
Par  ces  substitutions,  la  variation  V  deviendra 

(M4-P^-t-Qr  +  Ri  +  ...)^  +  Nr+P(j-/;^)'+Q(j-/^x)"  +  R(/-/;^)"'+... 
=  (M  +  N/?  -t-  P^  +  Qr  +  R5  +  ...)^ 

+  N  [y  -  px)  +  P(r  -  p^y  +  Q(r  -  p^y  +  iM.r  -  /'^■j'"  +  •  •  •  • 
Or  on  a  trouvé  ci-dessus 

M  +  N/7  +  P(/   +Q/-4-..  .=zz    X-; 


d'ailleurs  /?  —  —,;  donc,  faisant  ces  substitutions  et  supposant  icia:'=  i , 
on  aura  simplement 

y  =  \'x  +  N(r  -/.r)  +  p  [y-y'x]'  -h  Q(j  -  y'x)"  +  R{y-y'x)"'+.  .  . . 

C'est  la  valeur  complète  de  la  variation  de  Y,  déduite  des  variations 
de  a;  et  de  j  et  de  leurs  dérivées. 

Mais  on  a  vu  qu'il  faut  mettre  V^'  à  la  place  de  V;  donc  on  aura 
V.r'-r-Vx'  à  substituer  à  la  place  de  V  dans  les  formules  données  plus 
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haut;  donc,  mettant  ici  la  valeur  de  V  qu'on  vient  de  trouver,  et  ob- 
servant que 

on  aura,  en  faisant  x'  ~  r,  le  même  résultat  auquel  on  est  parvenu  ci- 
dessus  par  une  autre  voie. 

Au  reste,  en  regardant  la  quantité  V  comme  une  fonction  de  ao,  y  et 
de  leurs  dérivées  x',  x",  ...,  y,  y",  ...,  on  pourra  traiter  les  varia- 
tions de  X  comme  on  a  fait  celles  de  y. 

Dans  ce  cas,  la  fonction  V  étant  représentée  par 

j  yXf  X  ,  X  ,  .  .  . ,  y ,  y  ,  y  ,...j, 

on  trouverait  les  termes 

xf'[x)  +  x'  f'{x'  )  +  x"f'[x")  H-  .  .  . 

à  ajouter  à  la  variation  Y;  et,  en  désignant  ces  termes  par  la  formule 

nx  -h  px'  -\-  qx"  -h  rx"'  -)-..., 

on  parviendrait,  par  des  opérations  relatives  à  la  variation  x  et  ana- 
logues à  celles  qu'on  a  employées  pour  la  variation  j^  à  la  transformée 

[n  —  p'  +  q"  —  r'"  +  .  .  .]x. 

De  sorte  que  la  partie  de  la  valeur  de  V  qui  ne  serait  pas  une  dérivée 
exacte  serait 

(N  —  P'  -^  Q"  —  R"'-t-  ...]y-v-[n-p'-hq"—  r'"  -t-  .  .  .)^- 

Lorsque  y  est  censée  une  fonction  de  x,  et  qu'on  peut  par  consé- 
quent  faire  x'=  i,  nous  venons  de  voir  que  la  variation  simultanée  de 
X  et  de  y  donne,  pour  la  partie  de  V  qui  n'est  pas  une  dérivée  exacte, 
la  formule 

(N-P'-+-Q"-R"'+...)(r-/-^)- 

Il  faut  donc  alors  que  la  formule  précédente  coïncide  avec  celle-ci,  et 
que  l'on  ait  par  conséquent 

«  -  />'+  g"-  r"'  + .  .  .  =3  — /(N  -  P'  4-  Q"  -  R'"  + .  .  . )• 
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D'où  l'on  voit  que  l'équation 

«  —  p'  -\-  q"  —  /•'"  +  .  .  .  =  o, 
que  donnerait  la  variation  de  x,  est  toujours  équivalente  à  l'équation 

N-P'  +  Q"-R"'+...r^o 

qui  provient  de  la  variation  de  y. 

En  effet,  nous  avons  déjà  trouvé  par  une  autre  voie,  dans  la  Leçon 
précédente,  que  ces  équations  ont  toujours  lieu  à  la  fois. 

Un  des  avantages  du  calcul  des  variations  est  de  pouvoir  faire  varier 
indistinctement  les  indéterminées  x  ou  y  et  leurs  différentielles;  et 
l'identité  des  équations  du  maximum  ou  minimum,  déduites  de  l'une 
et  de  l'autre  de  ces  variations,  a  été  un  des  premiers  résultats  de  ce 
calcul  auquel  les  anciennes  méthodes  n'auraient  pu  conduire.  Mais 
les  démonstrations  qu'on  en  a  données  dans  le  second  et  le  quatrième 
Volume  des  Mémoires  de  Tarin  ('  )  sont  moins  directes  que  celle  qui  se 
déduit  des  formules  qui  représentent  cette  double  variation,  et  que 
nous  venons  d'exposer  d'après  Euler.  Voyez  le  Tome  III  de  son  Calcul 
intégral. 

Considérons  maintenant  le  problème  dans  toute  sa  généralité,  et 
d'abord,  soit,  comme  ci-dessus, 

•     V  =/(^, j,r', /',;■'",  ...); 
on  aura 

N=/(r],      P  =/'(/),      Q -/'(/'),      K=/(r"').       •••• 

Soit,  de  plus,  pour  abréger, 

Y  =/(.r)  -[/'(/)]'  +  [/'(/')]"- [/'(/"]]'"  +  •■•, 

Y  =/'(/)  -[/(7-")]'  + [/'(/")]"— ••, 

Y  -/'(/')-[/(/")]'  +  ■•  • 


(')  Œuvres  de  Lngrange,  t.  I,  p.  335,  cl  t.  II,  p.  37. 
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La  variation  V,  dans  le  cas  où  .r  ne  varie  pas,  sera 

V  =  Yj-  +  (Yj)'+  (Vy )  +  (  Yr"ï  +  •  •  -, 

où  les  termes  qui  ne  sont  pas  sous  la  forme  de  fonctions  dérivées  doivenl 
s'évanouir,  ce  qui  donne  d'abord,  comme  on  l'a  vu,  l'équation  i;éné- 
rale  Y  =  o. 

Ensuite,  ii  cause  de  Y=  U',  on  aura  la  variation  de  l, 

I  .         n  .        ni. 

U  =  Y7  + Y/+ ¥7"  +  ..., 

et  l'équation  aux  limites  sera 

Si  l'on  veut  que  x  varie  en  même  temps  que  y,  on  changera  >'  en 
Y  —  y'x,  et  l'on  ajoutera  à  U  le  ternie  Y.r. 

Supposons,  en  second  lieu,  que  la  fonction  proposée  contienne  une 
troisième  variable  z,  avec  ses  fonctions  dérivées  :;',  z",  ...;  on  fera, 
relativement  à  cette  variable,  des  opérations  analogues  à  celles  qu'on 
u  employées  pour  la  variable  r,  et  la  valeur  de  Y,  en  supposant  .v  in- 
variable, se  trouvera  composée  de  deux  parties  semblables,  l'une  rela- 
tive à  y,  l'autre  relative  à  z. 

Ainsi,  en  supposant 

\  =f{x,r,y',r",  ...,z,z',z",  ...), 

I       I  I 

e^  conservant  les  expressions  de  Y,  Y,  Y,  . . .,  on  fera,  de  plus, 

7^=f[^)  -[/'(=')]'+[/'(2")r-[/'( 2'" )]'"+•••. 

z  =/'(2')-[/V-")]'+[/'(^"')]"----, 
z  =/'(:^")-[/(0]'  +  ..., 

Ml 

Z=f[z"')-..., 


et  l'on  aura  sur-le-champ 

V  =  Yj  -h  Zz  +  (Y/)'  + (¥/)'+  (¥'/')'+■■•+  [iz]'-^[Zz')'-\'(ïz"\'- 
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Les  termes  Yr  f-Z^,  qui  ne  sauraient  être  des  fonctions  dérivées 
exactes,  tant  que  y  et  3  ont  des  valeurs  arbitraires,  doivent  être  dé- 
truits, ce  qui  donnera  d'abord  l'équation  générale 

Yj+Zir  =  o, 

à  laquelle  on  satisfera  de  différentes  manières,  suivant  que  les  va- 
riables j  ci  z  seront  indépendantes  l'une  de  l'autre,  ou  qu'elles  seront 
liées  entre  elles  par  des  relations  données. 

On  aura  ensuite,  en  prenant  les  fonctions  primitives,  à  cause  de 

V  =  U',  l'équation 

1  .       II.      III.  I  ■      11.      111. 

U  =  Yjr+ Yj  -f-  Y  x"+...  +  7.z-\-lz'  +  Z  2"  +  ...; 

c'est  la  valeur  qu'il  faudra  substituer  dans  l'équation  aux  limites 

Ù,-  Uo=o. 

Si  l'on  veut  que  x  varie  aussi,  on  changera  j  et  s  en  y  —  y'x, 
z  —  z' X,  et  l'on  ajoutera  à  Ù  le  terme  V^. 

Reprenons  l'équation  Yj  h-  Zs  —  o.  S'il  n'y  a  aucune  relation  don- 
née par  les  conditions  du  problème  entre  xeiy,  leurs  variations  seront 
indépendantes  l'une  de  l'autre,  et  l'on  ne  pourra  vérifier  l'équation 
dont  il  s'agit  qu'en  faisant  séparément 

Y=  o,         Z  =  o, 

deux  équations  qui  serviront  à  déterminer  j  et  z  en  fonctions  de  x. 

Mais,  si  les  variables  j  et  z  étaient  liées  par  une  équation  de  con- 
dition entre  x,  y,  z,  que  nous  représenterons  par 

'F[x,y,z]  =  o, 

il  faudrait  tirer  de  cette  équation  la  valeur  de  z  en  x  et  y,  et  la  substi- 
tuer dans  l'expression  de  V;   mais,  pour  faire  usage  de  l'équation 

Y  X  +  Zg  =  o,  il  suffit  d'avoir  le  rapport  entre  les  variations  j  et  c  ;  et 
pour  cela,  il  n'y  a  qu'à  considérer  que,  la  relation  entre  les  quan- 
tités X,  y,   z   devant  subsister  aussi   dans   l'état  varié,    l'équation 
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F(,x,y,  z.)  =  o  devra  avoir  lieu  aussi  en  y  mettant  ^  +  t^  au  lieu  de ^^  et 
v  +  ^y+^y  +  ,  ^  :;-i-,:;  +  L,^_^.,.  .^u  jjg^  de  j  et  ::,  qiiellc  que 
soit  la  quantité  /.  D'où  et  de  ce  qui  a  été  démontré  dans  les  premières 
Leçons,  il  est  facile  de  conclure  que  les  dérivées  de  cette  équation 
relatives  aux  variations  de  œ,  y,  z,  devront  avoir  lieu  aussi.  De  sorte 
que  l'équation  de  condition  F^  j,  .)  ^  o  donnera  les  équations 
variées 

F{:r,y;z)=o,  F>,j,-)  =  o, 

Or,  en  regardant  .x  comme  invariable,  on  a 

F(^,j,  2)=jrF'(j)  +  z  F'(2), 

puisque  l'algorithme  des  variations  est  le  même  que  celui  des  dérivées. 
Ainsi  on  aura  l'équation 

rF'{r]  +  z  F'[z]  =  o, 

d'où  l'on  tire  le  rapport  de  j  à  .,  lequel,  étant  ensuite  substitué  dans 
équation  Yj  +  Zc  =  o  du  maximum  ou  minimum,  donnera  celle-ci 

YF'(2)-ZF'(j)  =  o, 

qui,  étant  combinée  avec  l'équation  de  condition  ¥{a;y,z]  =  o,  ser- 
vira à  déterminer  les  valeurs  de  r  et  s  en  ^r. 

Nous  avons  supposé  dans  le  calcul  précédent  que  ^  ne  variait  pas 
Si  l'on  voulait  tenir  compte  des  variations  de^,  on  aurait,  à  la  place  de 
l'équation  Yy  -f-  Zz  ==  o,  celle-ci 

Y(j-  — /^)  +  Z(c"— 3'x)  =  o. 

Or  l'équation  de  condition  F(.r,  y,  =)  =  o  donnerait  d'un  côte  l'equa- 
tion  dérivée 

et  de  l'autre  l'équation  variée 

.rF'{a:)-hrF'{r]-hzF'iz)  =  o; 
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substituant  dans  celle-ci  la  valeur  de  F'(^),  tirée  de  la  précédente,  on 
aura 

Et  cette  équation,  combinée  avec  l'équation  ci-dessus,  donnera  égale- 
ment l'équation 

YF'(z)-ZF'(j)  =  o. 

On  voit  par  là,  en  général,  que  la  variation  de  a-,  x  n'influe  que  sur 
l'équation  aux  limites,  et  nullement  sur  l'équation  générale  du  maxi- 
mum ou  minimum. 

Supposons  maintenant,  pour  embrasser  le  problème  dans  toute  son 
étendue,  que  l'équation  de  condition  entre  oc,  y,  z  contienne  aussi  les 
dérivées  de  y  et  de  :;  et  soit  en  général  de  la  forme 


¥[x,Y,y',y",  ...,z,z',  z" ,  .  ..]—.o\ 
on  tirera  de  là  l'équation  variée 

Y[x,y,y\y",  .  .  .,z,z',  z" ,  .  .  .)  =o, 

laquelle,  en  n'ayant  égard  qu'aux  variations  de  y,  z,  se  développera 
ainsi  : 

y  V[r)  +/  F'(r')+ j"  r'[y")+...  +  z  F[z)  +  z'  l''[z']  +  z"  F[z"]  +...=  o. 

Comme  les  dérivées  de  z  ne  paraissent  dans  cette  équation  que  sous  la 
forme  linéaire,  il  est  possible  d'en  déduire  l'expression  de  z,  en  em- 
ployant la  méthode  des  multiplicateurs  et  prenant  successivement  les 
fonctions  primitives;  mais  de  cette  manière  on  entre  dans  des  calculs 
longs  et  compliques,  et  il  est  beaucoup  plus  simple  d'employer  les 
multiplicateurs,  de  la  manière  dont  on  a  usé  dans  la  Mécanique  ana- 
lytique, qui  est  toute  fondée  sur  le  calcul  des  variations. 

On  se  contentera  donc  de  multiplier  le  premier  membre  de  cette 
équation  par  un  coefficient  indéterminé  1,  et  de  l'ajouter  à  l'expression 
précédente  de  la  variation  V,  en  ayant  soin  en  même  temps  de  trans- 
former tous  les  nouveaux  termes  de  manière  (jue  les  fonctions  dérivées 
des  vaiiations  j  et  ^  ne  se  trouvent  que  dans  des  fonctions  dérivées 
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exactes,  comme  on  l'a  pratiqué  à  l'égard  des  termes  de  la  valeur  de  Y. 
On  aura  ainsi  une  nouvelle  expression  de  V,  dans  laquelle  on  pourra 
maintenant  traiter  les  variations  de  y  et  de  z  comme  indépendantes, 
à  raison  de  l'indéterminée  1. 
Soient,  pour  abréger, 

(Y)  =  l  F'ir)  -  [l  F'(/)]'+  [X  F(/')r  -.  . ., 

(Y)  =  AF'(/)--[ÀF'(/')]'  +  ..^, 

(Y).=  XF'(j'')----. 


Z)  =  XF'(.)-[XF'(.')]'  +  [XF(z")]"-..., 


{i]  =  lY' 


Les  termes  à  ajouter  à  l'expression  de  la  variation  Y  seront 

{Y)7  +  (Z)z 

-^[(Y)r]'  +  [(Y)/]'  +  ... 

+  [(Z).]'-l-[(Z)z']'  +  .... 

Donc,  puisqu'on  peut  maintenant  regarder  les  variations  y  et  z 
comme  indépendantes,  on  aura  d'abord,  par  les  principes  posés  ci-des- 
sus, les  deux  équations  générales  du  maximum  ou  minimum 

Y4-(Y)  =  o,         Z-f-(Z)  =  o, 

entre  lesquelles  il  faudrait  éliminer  l'indéterminée  >;,  et  l'équation  ré- 
sultante, combinée  avec  l'équation  de  condition,  donnera  les  valeurs 
de  r  et  z  en  x. 

Ensuite  la  variation  U  deviendra 

Ù  =  [Y  +  (Y)]j+[V  +  {Y)]jr'-K.., 

-^[Z   +   (Z)]2   +  [Z  +  {Z)]2'-H..., 

X.  53 
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valeur  qu'on  substituera  dans  l'équation  aux  limites 

Ù,-Ùo=:0. 

Si  l'on  veut  avoir  égard  en  même  temps  à  la  variation  de  a:,  on  ajou- 
tera à  Ù  le  terme  \cc,  et  l'on  changera  les  quantités  j,  z  et  leurs  dé- 
rivées en  y  —  y'x,  z  —  z'x,  et  dans  les  dérivées  de  celles-ci. 

Il  faudrait,  à  la  rigueur,  dans  ce  cas,  ajouter  à  la  valeur  de  V  le 
terme  \\^x  Y{x,  y,  .  ..)]',  d'après  les  formules  trouvées  plus  haut 
pour  la  valeur  complète  de  la  variation  de  x'  F(.r,  j,  ...).  Ce  ternie 
se  transforme  en  \\xY[x,y,  . .  .)\ —  \'xY[x,  y,  ...);  mais  il  dispa- 
raît ici  en  vertu  de  l'équation  Y[x,y,  . . .)  —  o.  Il  faudrait  néanmoins 
le  conserver  si  l'écjuation  de  condition  n'était  donnée  que  par  l'équa- 
tion variée  F(ic,  j,  ...)=  o. 

Dans  l'équation  aux  limites,  on  pourra  regarder  aussi  les  variations 
X,  y  et  :;,  ainsi  que  leurs  dérivées,  comme  indépendantes,  à  moins  que 
la  nature  du  problème  ne  donne  aussi  des  conditions  particulières  aux 
limites. 

Supposons,  par  exemple,  que  l'on  ait  une  ou  plusieurs  équations  de 
condition  entre  les  quantités  x,  y,  y',  y",  .  .  .,  z,  z',  z" ,  .  .  .,  rap- 
portées aux  deux  limites,  c'est-à-dire  entre  les  quantités  x^,,  j'o,  j'^, 

Vy,  . . . ,  ^0»  "^u»  -=0'  •  •  •'  '^1  '  y*  '  J'i '  J'i '  •  •  •  '  *"!  '  ""i  '  ~-'i^  •  •  •  ■)  et  que 
le  maximum  ou  minimum  ne  doive  avoir  lieu  que  parmi  les  fonc- 
tions qui,  prises  entre  les  limites  données,  satisfont  à  ces  conditions; 
il  faudra  que  les  mêmes  équations  subsistent  dans  l'état  varié,  c'est- 
a-dire  en  y  mettant  x  +  «x,  J-\-  ly  -^  —y-+-...,  z  -h  iz  -] z  -j-  . . . 

A  la  place  de  ^,  j,  z;  par  conséquent  on  aura  aussi  les  variations  de 
ces  équations,  comme  nous  l'avons  déjà  vu  plus  haut. 
Désignons  par 

^(■^o.Jo.r'o'  •  ■  ■,Zo,z'^,  . .  .,xt,x,,x\,  . .  .,z^,z\,  . . .)  =  o 

une  de  ces  équations  de  condition;  elle  donnera  l'équation  variée 

X,  *'  (,r„  )  +  r,  4)'  (  jo  )  +  z,  fl)'  (  :;o  )  +  .r'o  «>'  (r'o  )  +  •  •  •       ' 
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On  multipliera  cette  équation  et  les  autres  semblables  par  des  coef- 
ficients indéterminé^  a,  fi,  .. .,  et  on  le^  ajoutera  à  l'équation  des  limites 
données  ci-dessus,  après  quoi  on  pourra  traiter  toutes  les  variations 


comme  indépendantes,  et  égaler  à  zéro  chacun  de  leurs  coefficients,  ce 
qui  donnera  autant  d'équations  particulières  aux  limites  qu'il  y  aura 
de  ces  variations.  On  satisfera  ensuite  à  ces  équations  par  le  moyen 
des  coefficients  arbitraires  a,  p,  ...  et  des  constantes  arbitraires  qui 
entreront  dans  les  expressions  de  y,  z  en  œ. 

A  l'égard  des  variations  z^,  z'^,  . . .,  Zf,  z\,  . ..,  il  est  bon  de  remar- 
quer que,  la  fonction  z  étant  donnée  par  une  équation  dérivée,  si  cette 
équation  est  de  l'ordre  n  par  rapport  à  :;,  les  valeurs  de  z,  z',  z",  . . ., 
z'-"~^\  correspondantes  à  une  valeur  donnée  de  ce,  seront  arbitraires  et 
devront  être  déterminées  par  les  conditions  du  problème.  Ainsi,  en 
rapportant  ces  valeurs  à  la  première  limite,  il  faudra  regarder  les  quan- 
tités z^^,  z'^,  ,..,  r'y""  comme  des  fonctions  données  de^t'o,  l'o,  y'^,  ...; 
donc  les  variations  r:„,  z'^^,  .  .  .  seront  aussi  données  en  fonctions  de 

■^0,  y„,  y\ ,  multipliées  par  les  variations  .r,,,  Vo,  r^,,  —  Alors  les 

variations  z,,  z\,  z],  ...,  qui  se  rapportent  à  la  seconde  limite,  seront 
absolument  indéterminées,  et  il  faudra  les  faire  évanouir  en  égalant 
leurs  coefficients  à  zéro. 

On  pourrait  demander  que  la  fonction  :;  donnée  par  l'équation  de 
condition  fût  elle-même  un  maximum  ou  un  minimum.  Il  n'y  aurait 
alors  qu'à  supposer  \]  =  z,  et  par  conséquent  V  =  z'. 

On  aurait  donc  dans  ce  cas 

/'(j)  =  o,      /'(/)=o.       •••.      .m=o,      f'[z']  =  :,      f'[z")  =  o,        .... 

Donc 

Y  =  o,         Y  =  o,  ...,         Z  =  o,         Z  =  i,         Z  =  o,  ..., 

Les  équations  générales  du  maximum  ou  minimum  seraient  donc 

simplement 

(Y]  =  o,         fZ)  =  o,  - 
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On  aurait  ensuite 

Ù  =  (Y)r+(Y)/  +  ...  +  [i  +  (Z)]G  +  (Z)z'  +  .... 

L'équation  (Z)  =  o  servira  à  déterminer  la  variable  1,  et  l'équation 
(Y)  =  o,  combinée  avec  l'équation  donnée  ¥{x, y,y', ...,  z,  z',  ...)  =  o, 
donnera  la  valeur  de  y  en  ce.  Soit  z^"^  la  plus  haute  dérivée  de  z  qui 
entre  dans  cette  équation;  l'équation  (Z)=o  sera  linéaire  et  de 
Tordre  n,  par  rapport  à  >^  ;  la  valeur  de  1  contiendra  donc  autant  de  con- 
stantes arbitraires  et  linéaires  aussi,  qui  serviront  à  faire  évanouir  les 
variations  ;^|,  z\,  .  .  .  dans  l'équation  des  limites;  les  variations  z^, 
z[^,  . . .  étant  censées  données  par  la  nature  du  problème,  comme  nous 
venons  de  le  remarquer. 

Il  faudra  donc  déterminer  ces  constantes  de  manière  que  l'on  ait 

i  +  (Z,)  =  o,        (Z,)  =  o,        [i\]  =  o, 
et  l'on  remplira  ces  conditions  en  faisant  simplement 

>.)  =  0,  >^',  =0,  ...,  >>',"-"  z=0, 

et  de  plus 

X(«)F''(z(")),  +  i  =  o. 

Ceci  revient  à  la  solution  donnée  dans  le  Tome  IV  des  Mémoires  de 
Turin  (  '  ) . 

En  général,  soit  V  une  fonction  quelconque  des  variables  x,y,  z, 
/,  ...  et  de  leurs  dérivées  d'un  ordre  quelconque,  à  l'exception  de  x, 
dont  la  dérivée  soit  supposée  l'unité;  et  soient  L  =  o,  M  =  o,  ...  des 
équations  de  condition  entre  ces  variables  et  leurs  dérivées,  dont  le 
nombre  ne  surpasse  pas  celui  des  variables  diminué  de  deux  unités, 
afin  qu'il  reste  des  relations  indéterminées  entre  les  mêmes  variables. 

Le  problème  demaximis  et  minimis,  dont  il  s'agit  ici,  consiste  à  dé- 
terminer ces  relations  de  manière  que  la  fonction  primitive  de  V  de- 
vienne un  maximum  ou  un  minimum  entre  des  limites  données,  cor- 
respondantes à  des  valeurs  données  de  x. 

('  )  OEuvrcs  lie  Lngrange,  t. 'II,  p.  Sy. 
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Pour  le  résoudre  de  la  manière  la  plus  générale,  on  cherchera  les 
variations  des  fonctions  V,  L,  M,  ...,  dues  aux  variations  de  y,  -,  /,  ..., 
et  désignant  ces  variations  par  V,  L,  IM,  . . .,  on  considérera  la  formule 

V +  ^L4-/JtM +  . .  ., 

dans  laquelle  "k,  [j.,  ...  sont  supposées  des  variables  indéterminées. 

On  fera  sur  cette  formule  les  transformations  enseignées  plus  haut, 
par  lesquelles  les  fonctions  dérivées  des  variations  y,  ::,  /,  ...  ne  pa- 
raissent plus  que  dans  des  termes  qui  sont  des  fonctions  dérivées  exactes. 
Elle  deviendra  ainsi  de  la  forme 

I    .  M  .  Ml. 

+  (Zz  +Zz'+  Z  z" +  ...)' 

<    .  II.  I  M    . 

+  (T^  +  ïr  +  Tr +  ...)' 


Et  l'on  aura  d'abord  les  équations  générales 

Y  =  o,         Z  =  (),         ï  =  o,  .  .  . , 

qui,  étant  combinées  avec  les  équations  de  condition 

L  =o,        M  =  o,        . . . , 

serviront  à  déterminer  les  variables  y,  z,  t,  . . .,  >.,  y., 

Ensuite,  faisant 

(Ù)=Yr  +  Y/+Y/'-f-... 


I  •  II.         ni. 

-+-Zs  +  Zs'+   Zz"  +. 

I  ■        II.       III. 
+  T^  +Tr-+-  T  t"  +. 


on  aura  l'équation  aux  limites  (U,)  —  (Ûo)  =  o,  à  laquelle  on  devra 
satisfaire,  indépendamment  des  variations  y,  y',  . . .,  z,  z', 
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Et,  pour  tenir  compte  de  la  variation  de  x,  il  n'y  aura  qu'à  changer 
y,  :■,  l  en  y  —  y' x,  z  —  z'x,  t  —  t' x,  et  ajouter  à  la  valeur  de  (Û)  le 
terme  Vx. 

Comme  la  nature  du  problème  peut  fournir  aussi  des  équations  de 
condition  entre  les  variables  x,  y,  z,  t,  ...,  rapportées  à  ces  limites, 
désignons  par  A  =  o,  B  =  o,  ...  ces  é(]uations  de  condition,  de  ma- 
nière que  A,  B,  . . .  soient  des  fonctions  données  de  Xç^,  .r,,  Jo»  Jo  j'o» 

y\ 

On  formera  les  équations  variées  A  =  o,  B  =  o,  . . .,  dues  aux  varia- 
tions de  chacune  des  quantités  x^,  x,,  y^,  y,,  }\,  j, ,  . . .,  on  ajoutera 
ces  équations  multipliées  par  les  coefficients  indéterminés  a,  p,  ... 
à  l'équation  aux  limites. 

On  aura  ainsi  l'équation 

(Ù,)-(Ù„)  +  aÀ  +  (3B-f-...  =  o, 

dans  laquelle  on  égalera  séparément  à  zéro  le  coefficient  de  chacune 
des  variations  dont  il  s'agit. 

Ces  formules  servent  à  répondre  à  toutes  les  questions  où  l'on 
cherche  des  maxima  ou  minima  absolus.  Voyons  aussi  comment  on  y 
peut  rappeler  les  questions  où  l'on  ne  demande  que  des  maxima  ou 
minima  relatifs,  c'est-à-dire  dans  lesquelles  la  fonction  primitive  d'une 
fonction  donnée  ne  doit  être  un  maximum  ou  un  minimum  entre  des 
limites  assignées,  qu'autant  que  les  fonctions  primitives  d'autres  fonc- 
tions données  auront  des  valeurs  données  entre  les  mêmes  limites. 

Soit  u  la  fonction  donnée  dont  la  fonction  primitive  doit  avoir  une 
valeur  déterminée  entre  les  limites  assignées.  Supposons  que  s  soit 
cette  fonction  primitive,  en  sorte  que  l'on  ait  l'équation  s  —  u  =  o.  La 
condition  dont  il  s'agit  consiste  en  ce  que  la  quantité  ^i  —  ^^  doit  avoir 
une  valeur  donnée;  par  conséquent,  sa  variation  devra  être  nulle,  ce 
qui  donne  l'équation  aux  limites  s^  —s^  =  o. 

Pour  introduire  cette  condition  dans  la  solution  générale  du  pro- 
blème de  maximis  etminimis,  je  regarde  l'équation  s'  —  11=^0  comme 
une  équation  de  condition,  et  je  la  traite  comme  les  équations  de  con- 
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(lition  L  =  o,  M  =  o, Je  multiplie  par  un  coefficient  variable  et 

indéterminé  a  la  variation  s' —  u,  et  j'ajoute  à  la  formule  générale 

V  +  >.L-h...;  j'ai 

V  +  0-  (  A-'  —  M  )  +  XL  +  y.M  -+- . .  . . 

Le  terme  gs'  se  transforme  en  ceux-ci  :  (cr^)'  —  l's-,  et,  comme  ces 
termes  sont  les  seuls  qui  contiennent  la  variable  s,  la  variation  s  don- 
nera d'abord  l'équation  q'^=o,  d'où  l'on  tire  c  =  «,  a  étant  une  con- 
stante arbitraire. 

Ensuite  l'autre  partie  {'^s)' ,  qui  est  une  dérivée  exacte,  donnera  dans 
l'expression  de  (U)  le  terme  ns,  et  dans  l'équation  aux  limites  les 
termes  a[s^  —  .v„),  à  cause  de  n  =  a.  Mais  on  a,  par  les  conditions  du 
maximum  ou  minimum  relatif,  .v,  —  ^„  —  o.  Donc  la  valeur  de  (U)  ne 
recevra  aucun  cliangement. 

11  n'y  aura  donc  que  la  variation  —au  qui  devra  être  ajoutée  à  la 
formule  générale,  ce  qui  revient  à  substituer  à  la  place  de  la  fonction  V 
la  fonction  V  —  au,  et  à  chercher  les  conditions  du  maximum  ou  mini- 
mum absolu  de  la  fonction  primitive  de  V  —  au,  a  étant  une  constante 
quelconque  arbitraire. 

On  trouverait  de  la  même  manière  que  si  la  fonction  primitive  de  V 
ne  devait  être  qu'un  maximum  ou  minimum  relatif,  en  supposant  que 
les  fonctions  primitives  de  u  et  de  v  aient  des  valeurs  déterminées,  la 
question  se  réduirait  au  maximum  ou  minimum  absolu  de  la  fonction 
primitive  de  V  —  au  —  bv,  a  et  b  étant  des  constantes  arbitraires. 

Ce  résultat  s'accorde,  comme  l'on  voit,  avec  celui  qu'Euler  avait 
trouvé  par  la  considération  des  variations  des  ordonnées  successives 
dans  les  courbes. 

Telles  sont  les  formules  générales  pour  la  solution  des  problèmes  de 
maximis  et  minimis  qui  dépendent  de  la  méthode  des  variations,  et  l'on 
voit  que  ces  formules  s'étendent  à  tous  les  cas;  mais  dans  chaque  cas 
particulier,  au  lieu  d'y  appliquer  ces  formules,  il  sera  quelquefois  pré- 
férable d'opérer  directement  sur  les  fonctions  proposées,  en  suivant  la 
marche  que  nous  venons  de  tracer. 
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Quant  à  la  manière  de  distinguer  les  maxima  des  minima,  et  même 
de  s'assurer  de  leur  existence,  nous  avons  vu  qu'elle  dépend  des  varia- 
tions du  second  ordre;  mais  nous  n'entrerons  pas  dans  un  détail  qui 
nous  mènerait  trop  loin;  on  peut  voir  d'ailleurs  ce  que  nous  avons  dit 
là-dessus  dans  la  Théorie  des  fonctions  (').  Nous  remarquerons  seule- 
ment qu'en  prenant  la  variation  du  second  ordre  de  la  fonction  V,  il 
sera  inutile  d'avoir  éffard  aux  variations  du  second  ordre  de  la  va- 
riable  y,  parce  que,  les  termes  affectés  de  r,  y' ,  . .  -  dans  l'expression 
de  V  étant  les  mêmes  que  ceux  affectés  de  j,  y'  dans  V,  ces  termes 
doivent  disparaître  par  les  conditions  du  maximum  ou  minimum, 
quelle  que  soit  la  valeur  de  j  ou  de  y.  Ainsi  on  aura,  pour  la  variation 
du  second  ordre,  les  mêmes  formules  que  dans  l'endroit  cité,  en  chan- 
geant seulement  aussi  y  en  œ,  et  par  conséquent  les  mêmes  résultats. 

Pour  ne  rien  laisser  à  désirer  sur  cette  matière,  nous  dirons  encore 
un  mot  des  maxima  et  minima  qui  dépendent  des  fonctions  de  plu- 
sieurs variables.  La  première  question  de  ce  genre  a  été  résolue  par  la 
méthode  des  variations,  dans  le  second  Volume  des  Mémoires  de  Tu- 
rin (^).  Il  s'agissait  de  trouver,  parmi  toutes  les  surfaces  courbes  qui 
sont  terminées  par  le  même  périmètre,  celle  qui  est  la  plus  petite  pos- 
sible; problème  qui  est,  par  rapport  aux  surfaces,  ce  que  les  problèmes 
dont  on  vient  de  traiter  sont  par  rapport  aux  lignes. 

En  nommant  z  l'ordonnée  perpendiculaire  aux  deux  abscisses  x  et  j, 
et  qui  est  censée  fonction  de  ces  deux-ci,  et  désignant  par  des  traits 
séparés  par  une  virgule  fonctions  dérivées  de  z,  prises  par  rapport  à  x 
et  j,  comme  on  l'a  fait  dans  la  Leçon  XIX,  la  grandeur  ou  la  quadra- 
ture de  la  surface  est  exprimée  par  la  double  fonction  primitive  de  la 
formule 

prise  d'abord  par  rapport  à  une  seule  des  variables  x,  y,  et  ensuite 
par  rapport  à  l'autre,  en  substituant  pour  la  première  sa  valeur  don- 
née par  l'équation  du  contour  de  la  surface.  Ainsi  le  problème  con- 

(  '  )  OEiwres  de  Lngrnnge,  t.  IX. 

('^)  Œuvres  de  Ln grange,  t.  I,  p.  33 j. 
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siste  à  trouver  la  fonction  z  de  x  et  y,  qui  rendra  cette  double  fonction 
primitive  un  maximum  ou  un  minimum. 

Pour  le  rendre  plus  général,  nous  supposerons  qu'on  demande  de 
rendre  un  maximum  ou  un  minimum  la  double  fonction  primitive 
d'une  fonction  donnée  de  oc,  y,  z,  z'-,  z'',  z"-,  z'-' ,  z-" ,  .... 

Désignons  cette  fonction  par  V,  de  manière  que  l'on  ait 

V  ^j[x, y,  : ,  z  ',  Z'  ,  z  ' ,  z  '  ,  z'  ,  .  .  .  ) , 

et  soit  U  la  double  fonction  primitive  de  V,  qui  doit  devenir  un  maxi- 
mum ou  un  minimum.  Il  faudra,  par  les  principes  établis  ci-dessus, 
que  sa  variation  U  soit  nulle.  Or,  U'''=V;donc,  prenant  les  variations, 
U''=  V.  Si  l'on  dénote  de  même  par  des  traits  placés  au  bas  les  fonc- 
tions primitives,  ainsi  qu'on  l'a  indiqué  dans  la  Leçon  XIII,  on  pourra 
passer  de  l'équation  précédente  à  celle-ci  qui  est  inverse,  Ù  =  V, ,,  par 
laquelle  on  voit  que  le  problème  consiste  à  rendre  nulle  la  double  fonc- 
tion primitive  de  la  variation  V. 

Or  on  a,  en  prenant  les  variations  de  z  et  de  ses  dérivées, 

V  =  zf[z)+z''f'{z'-]  +  z"f'{z")  +  z"'f'[z"-)-i-'z'''f{z'-')+z"'f'{z"')+..., 
formule  que  nous  représenterons,  pour  plus  de  simplicité,  par 
V  =  Lz  +  M  z''-h^z''+  P2"'+  Qi'''  +  R3"'+  .  .  . . 

On  fera  dans  cette  formule  les  transformations  employées  plus  haut, 
par  lesquelles  les  dérivées  de  la  variation  :;  ne  se  trouvent  que  dans 
des  termes  qui  sont  des  dérivées  exactes. 

Ainsi  le  terme  M:;"  se  changera  en  (M:;)''— M'':;,  le  terme  Ns'' se 
changera  en  (N:;)'' —  N''^,  et  ainsi  des  autres,  en  conservant  la  position 
des  virgules  qui  séparent  les  traits  relatifs  aux  variables  x  et  y. 

De  cette  manière  on  aura  la  transformée 

V  :=  (L  -  M''—  N''+  !»"■+  0'''+  R'"  +  .  . .)  2 

-+-  [Mz  -hV'z''-P''z  +  Qz-'-h...y' 

H-(Nz  +  R2'' -R''i;-Q"2-4-...)'', 

-+- 

X.  54 
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On  voit  d'abord  ici  qu'il  est  impossible  que  la  double  fonction  pri- 
mitive de  V  devienne  nulle,  quelle  que  soit  la  variation  z,  à  moins  que 
les  termes  affectés  simplement  de  z  ne  disparaissent;  ce  qui  donne 
d'abord  l'équation  générale  du  maximum  ou  minimum 

L  -  M''-  N''H-  P"'  +  0'-'+  R'"+  .  .  .r=  o. 

La  première  ligne  de  l'expression  de  V  étant  effacée,  si  l'on  prend 
maintenant  les  doubles  fonctions  primitives  de  part  et  d'autre,  on  aura 

t  =  (M2  +  P-''-  P'Z  +  Q2'')'' 

+  (N2  +  R2''-R''i;-Q''z)''. 

Comme  il  n'y  a  plus  ici  que  des  fonctions  primitives  simples,  cbacune 
d'elles  se  rapporte  uniquement  à  une  des  variables  a:,  y,  en  regardant 
l'autre  de  ces  variables  comme  déterminée  par  l'équation  qui  donne  la 
courbe  des  limites  entre  lesquelles  le  maximum  ou  minimum  doit  avoir 
lieu. 

Le  cas  le  plus  simple  est  lorsque  le  contour  de  la  surface  représentée 
par  l'équation  en  oc,  y,  z  est  supposé  tout  à  fait  donné  et  invariable. 
Alors  les  variations  de  :;  et  de  ses  dérivées  sont  nulles  relativement  à 
la  courbe  de  ce  contour,  et  par  conséquent  aussi  dans  toute  l'étendue 
des  fonctions  primitives  simples  de  la  variation  U,  et  la  condition  de 
U  =  o  se  trouve  remplie  d'elle-même. 

L'équation  du  maximum  ou  minimum  sera  donc,  en  substituant  les 
valeurs  de  L,  ]\I,  . . . , 

/'(^)-[/'(='o]''-[/(^'')]''+[/'(^"or+[f(^''0]'''  +  iy'(s''')r+..-=o, 

(ju'on  voit  être  du  genre  de  celles  que  nous  avons  considérées  dans  les 
Leçons  XIX  et  XX,  et  dont  les  équations  primitives  contiennent  des 
fonctions  arbitraires. 

Les  cas  plus  compliqués  se  résoudront  par  des  considérations  ana- 
logues à  celles  que  nous  avons  faites  sur  les  problèmes  où  l'on  ne 
cherche  que  des  fonctions  d'une  variable. 

Pour  donner  maintenant  quelques  applications  des  méthodes  et  des 
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formules  que  nous  venons  d'exposer,  nous  prendrons  d'abord  le  pro- 
blème le  plus  simple  de  ce  genre,  qui  consiste  à  trouver  la  ligne  la  plus 
courte  entre  des  termes  donnés.  En  supposant  que  la  ligne  cherchée 
soit  toute  dans  un  même  plan,  et  prenant  x,  y  pour  ses  coordonnées, 
la  longueur  de  la  ligne  sera  exprimée  en  général  par  la  fonction  pri- 
mitive de  l'expression  v^i-hj'-'  qui,  étant  représentée  par  V  ou 
/(x,j,  j'j,  donnera 

f'[r)  =  o,  /'(/)^-^L^. 
v'  +  r  ' 

Ainsi  l'équation  générale  du  maximum  ou  minimum  sera 


\v'i+/V 


Ensuite  on  aura 


Ù=      -^       r, 


r' 

^/i-f-j'^ 

/ 

=  h,     et  de  là    y=.hx-^ 

h  c, 

et  l'équation  aux  limites  sera 

Û,  — lJo=o. 

L'équation  générale  donne  tout  de  suite 


d  où  1  on  tire 


6  et  c  étant  deux  constantes  arbitraires;  ce  qui  est  l'équation  générale 
de  la  ligne  droite. 

Si  les  deux  extrémités  de  la  ligne  étaient  données,  on  aurait  >'„  =  o 
et  j,  =  o;  par  conséquent  l'équation  aux  limites  aurait  lieu  sans  au- 
cune condition. 

En  général,  l'équation  aux  limites  se  réduira  à 

où  «  =  — ;  de  sorte  que,  si  la  ligne  cherchée  devait  être  terminée 
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des  deux  côtés  ou  d'un  seul  par  des  lignes  perpendiculaires  à  l'axe 
des  a:*,  les  variations  jo»  /(  seraient  toutes  les  deux,  ou  une  seule- 
ment, arbitraires  :  dans  l'un  et  l'autre  cas,  l'équation  aux  limites  don- 
nerait rt  =  o,  et  par  conséquent  6  =  0;  ce  qui  réduit  la  ligne  la  plus 
courte  à  une  droite  parallèle  à  l'axe. 

Si  la  ligne  la  plus  courte  devait  être  terminée  de  part  et  d'autre  pai- 
deux  lignes  données  droites  ou  courbes,  il  faudrait  alors  tenir  compte 
dans  l'équation  aux  limites  des  variations  de  ^  et  y  à  la  fois.  Il  faudra 
donc  mettre  dans  l'expression  de  U,  y  —  j'^  à  la  place  de  y,  et  y 
ajouter  le  terme  \x.  On  aura  ainsi 


et,  réduisant. 


V  '  +„'■'"' 


L'équation  aux  limites  étant  Û,  —  Ûo  =  o,  si  l'on  suppose  que  les  deux 
limites  soient  indépendantes  l'une  de  l'autre,  on  aura  séparément 
U„  =  o  et  U,  =  o  ;  et  par  conséquent 

rôro  +  ^u  =  o,  j J-.  +  ^-1  =  o. 

Soit  maintenant 

(^[x,x)  =  o 

l'équation  de  la  ligne  qui  forme  la  première  limite;  elle  donnera  l'é- 
quation variée 

x^'[x)-\-X^'{x)  =  o; 

mais  elle  donne  aussi  l'équation  dérivée 

<ï)'(^) +/'$'(/)  =  0; 
de  sorte  que  la  combinaison  de  ces  deux  équations  produira  celle-ci 

r  —  y' X  =:  o. 
Il  faut  remarquer,  à  l'égard  de  cette  équation,  que  les  variations  a:-,  j 
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sont  censées  les  mêmes  que  celles  que  nous  avons  désignées  ci-dessus 
par  .Tq,  y^,  parce  que  ce  sont  les  variations  des  coordonnées  x,  y  à  la 
première  limite;  mais  la  dérivée  j' n'est  pas  la  même  que  la  dérivée  j,',, 
quoiqu'elles  se  rapportent  toutes  les  deux  au  même  point;  car  celle-ci 
se  rapporte  à  la  ligne  la  plus  courte,  et  exprime  la  tangente  de  l'angle 
que  la  tangente  à  cette  ligne  fait  avec  l'axe;  au  lieu  que  l'autre  se  rap- 
porte à  la  ligne  qui  sert  de  limite,  et  exprime  de  même  la  tangente  de 
l'angle  que  la  tangente  à  cette  ligne  fait  avec  le  même  axe.  Nous  dési- 
gnerons cette  dérivée  par  (y'),  et,  appliquantle  chiffre  o  au  bas  de  chaque 
lettre  pour  la  rapporter  à  la  première  limite,  l'équation  précédente 
deviendra 

Telle  est  l'équation  de  condition  qui  doit  avoir  lieu  entre  les  varia- 
tions jo  et^o;  ainsi,  substituant  dans  l'équation 

rôro  +  -^o  =  <» 

de  la  première  limite  la  valeur  de  jo  tirée  de  l'équation  précédente, 
on  aura 

[j-'o{r')o  +  i']x  =  o, 

et  par  conséquent 

ro(r')o-t-i  =  o- 

Or,  y[  et  (7'),)  étant  les  tangentes  de  deux  angles,  on  sait  que  la 
tangente  de  la  différence  de  ces  angles  est  exprimée  par  la  formule 

■^°  ~,Y  A"  ;  donc,  puisque  ici  le  dénominateur  devient  nul,  et  par  con- 

'  +To  [y  )o 

séquentla  tangente  infinie,  il  s'ensuit  que  la  différence  des  deux  angles 

dont  il  s'agit  sera  égale  à  un  angle  droit. 

D'où  il  est  aisé  de  conclure  que  les  deux  lignes,  celle  qui  doit  être 
la  plus  courte  et  celle  qui  forme  sa  première  limite,  doivent  se  couper 
à  ansles  droits. 

Et,  comme  l'équation  à  la  seconde  limite  est  tout  à  fait  semblable  à 
l'équation  pour  la  première,  on  trouvera  nécessairement  le  même  ré- 
sultat relativement  à  la  seconde  limite;  c'est-à-dire  que  la  ligne  la  plus 
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courte  devra  aussi  couper  à  angles  droits  la  ligne  qui  formera  la  se- 
condes limite. 

Oa  satisfera  à  ces  conditions  par  le  moyen  des  équations 

r«  (/)o  +  1   =  O       et      /,  (j  ),  +  I  =:  O 

et  des  constantes  arbitraires  h,  c,  ce  qui  n'a  aucune  difficulté. 

Supposons  maintenant,  pour  donner  plus  de  généralité  au  problème, 
qu'on  demande  la  ligne  la  plus  courte,  sans  la  condition  qu'elle  doive 
être  toute  dans  le  même  plan;  en  prenant  ce-, y,  z  pour  les  trois  coor- 
données, dont  deux  j  et  :;  sont  censées  fonction  de  la  troisième  a-,  on 
aura  la  fonction  sj  i  -h  y"-  -i-  z'- ,  dont  la  primitive  exprimera  la  lon- 
gueur de  la  ligne  chercbée  et  devra  par  conséquent  être  un  minimum. 

Faisant  donc 

V  =  \ii  -h  y --h  z"-, 

on  aura 

V       ' 

formule  qui,  par  les  principes  établis,  se  transforme  en  celle-ci 


l'où  l'on  tire,  pour  l'équation  générale  du  minimum, 

et  ensuite,  pour  l'équation  aux  limites, 

ù^/r+£^     et    Ù,-Ùo  =  o. 


Supposons  d'abord  que  la  ligne  la  plus  courte  ne  soit  assujettie  à 
aucune  condition  dans  toute  son  étendue;  il  faudra  alors  que  les  varia- 
tions j  et  z  demeurent  indéterminées,  ce  qui  donnera  les  deux  équa- 
tions 


f.'  =  o. 
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d'où  l'on  tire 

r'  2'     , 

^  =  rt,   ^  =  b, 


a  et  b  étant  dos  constantes  arbitraires;  et  comme  V  —  y  i  +  J  "  +  ^''» 
il  s'ensuit  que/'  et  s'  auront  des  valeurs  constantes  qui,  étant  désignées 
par  c  et  d,  donneront  tout  de  suite 

y  ^  ex  -*-  m,     z  ^^  dx  -+-  Il , 

m  et  71  étant  aussi  des  constantes  arbitraires. 

Ces  deux  équations  font  voir  que  la  ligne  cherchée  est  une  droite 
dont  la  position  est  arbitraire. 

Il  faut  maintenant  considérer  l'équation  aux  limites,  laquelle,  si  l'on 
suppose  les  deux  limites  indépendantes  l'une  de  l'autre,  se  partage 
tout  de  suite  en  ces  deux-ci 

Ùo  =0,      Û|  =  o, 

savoir, 

r'o  7o  +  S'o  2o  =  o,     /,  j,  +  ;',  s  ,  =  o, 

équations  qui  auront  lieu  d'elles-mêmes,  si  les  deux  extrémités  de  la 
ligne  sont  supposées  données  de  position,  parce  qu'alors  les  variations 
des  ordonnées  y  et  z  seront  nulles  dans  ces  deux  points. 

Mais,  si  la  ligne  la  plus  courte  doit  être  comprise  entre  deux  lignes 
données,  alors  il  faudra,  comme  nous  l'avons  fait  plus  haut,  tenir 
compte  des  variations  des  coordonnées  *",  j,  z  à  l'une  et  à  l'aulrc  de 
ses  extrémités. 

Pour  cela,  il  faudra  d'abord  ajouter  à  la  valeur  de  U  le  terme  Va-,  et 
y  changer  en  même  temps  J  et  ;  en  y  —y'oc,  z  —  z'œ.  On  aura  ainsi, 
à  cause  de  V^  =  i  -h /'-  +  :;'-,  après  les  réductions, 

•       x+x\r  +  z'i 

L_  ^ , 

et  les  deux  équations  aux  limites  Ùo  —  o,  U,  =  o  deviendront 

•^1  -j"  J'i7'i  +  2'i  2t  —  o- 
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Supposons  que  la  première  limite  soit  une  courbe  dont  les  deux 
équations  soient 

la  première  de  ces  équations  donnera,  comme  nous  l'avons  vu  plus 
haut,  l'équation  variée 

et  la  seconde  donnera  de  même 

Tirant  de  ces  deux  équations  les  valeurs  de  jo  et  z„  et  les  substituant 
dans  la  première  des  deux  équations  ci-dessus,  on  aura 

[i  +r'o  (r')o  +  -0  (2')o].r„  =  o, 

et,  comme  la  variation  a-^  doit  demeurer  indéterminée,  il  en  résultera 
cette  équation  de  condition  pour  la  première  limite 

i+ro(/)o  +  2'„(z')„  =  o, 

à  laquelle  on  satisfera  par  le  moyen  d'une  des  constantes  arbitraires  c, 
d,  l'autre  devant  être  indéterminée  par  l'équation  de  condition  de  la 
seconde  limite,  laquelle  sera  de  même 

Mais,  si  l'on  veut  savoir  ce  que  ces  équations  représentent,  il  n'y  a 
qu'à  se  rappeler  que,  dans  la  théorie  du  contact  des  courbes,  on  dé- 
montre qu'en  regardant  les  dérivées  dej^  et  z'^  comme  constantes,  les 
deux  équations 

r=r'o^-+-F->   z  =  z'qx  +  v, 

où  [j.  et  V  sont  aussi  des  constantes  par  rapport  à  xety,  représentent 
la  ligne  droite  qui  touche  la  courbe  de  la  première  limite;  et  que  de  la 
même  manière  les  deux  équations 

représentent  la  ligne  droite  qui  touche  au  même  point  la  ligne  la  plus 
courte,  TT  et  p  étant  aussi  des  constantes  par  rapport  à  ce  et  y. 


DES  FONCTIONS.  433 

Or,  dans  l'application  de  l'Analyse  à  la  Géométrie,  on  démontre  que 
les  deux  droites  représentées  parées  équations,  si  elles  se  coupent, 
font  entre  elles  un  angle  dont  le  cosinus  est 

■+rn(/)o+2o(2')o 


v/i-+-/o'  +  -o'v/'  +  (r')o  +  (2'io 

{voyez  les  feuilles  de  r Analyse  de  Monge).  Donc  puisque,  dans  le  cas 
présent,  le  numérateur  de  cette  expression  devient  nul,  il  s'ensuit  que 
l'angle  des  deux  droites  sera  droit;  par  conséquent,  il  faudra  que  la 
ligne  la  plus  courte  coupe  à  angles  droits  la  courbe  qui  forme  la  pre- 
mière limite. 

On  parviendra  de  la  même  manière  à  une  conclusion  semblable 
pour  l'autre  limite.  D'où  il  résulte  que  la  ligne  la  plus  courte  qu'on 
puisse  mener  entre  deux  courbes  quelconques  est  toujours  la  droite 
qui  coupera  ces  courbes  à  angle  droit.  Ce  théorème  est  connu  depuis 
longtemps  et  se  démontre  de  différentes  manières;  mais  aucune  n'est 
aussi  directe  que  celle  que  fournit  l'analyse  précédente. 

Mais,  si,  au  lieu  d'une  simple  ligne,  il  y  avait  une  surface  pour  servir 
de  limite  à  la  ligne  la  plus  courte,  désignant  par 

^\>[x,y,z]=o, 

la  surface  de  la  première  limite,  elle  donnerait  cette  équation  variée 

(ju'il  faudrait  combiner  avec  l'équation  de  la  première  limite  trouvée 
ci-dessus, 

Substituant  dans  l'équation  précédente  la  valeur  de  x^  tirée  de  celle-ci, 
on  aura 

\}y[r]  -r«  ^'(^)]ro  +  [«!>'(  z)  -  z,  Ay[x)]z,  =  o, 

d'où,  à  cause  que  les  variations  ju,  ^^  doivent  demeurer  indéterminées, 
on  tire  ces  deux-ci  : 

'i>'(r)-ro*i''(^)  =  o,   cî)'(z)-2;(p'(x)  =  o, 

X-  55 
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auxquelles  il  faudra  satisfaire  par  deux  des  coaslanles  arbitraires  de  la 
ligne  la  plus  courte. 

On  trouvera  deux  équations  semblables  pour  la  seconde  limite,  si 
elle  est  aussi  formée  par  une  surface  donnée. 

Pour  voir  maintenant  ce  que  signifient  ces  équations,  on  remarquera 
que  l'équation  de  la  surface 

donne  la  dérivée 

X-'  <1>'(^')  +  r'  <I>'(j)  +  z'  ^'[z]  —  o, 

dont  la  primitive,  en  regardant  les  coefticients  dex',  /,  :;'  comme  con- 
stants, savoir 

représente  le  plan  tangent  à  cette  surface,  comme  on  le  sait  par  la 
théorie  des  courbes,  a  étant  une  constante  arbitraire  par  rapport  ;i 
•r,  y,  z. 

Substituons  dans  cette  équation  les  valeurs  de  •f'Cv)  et  <!''(-)  tirées 
des  deux  équations  trouvées  ci-dessus;  elle  deviendi-a,  en  la  divisant 
par  tl>'(a)  qui  est  regardée  ici  comme  constante. 


X 

r    =  O, 


D'un  autre  côté,  on  sait  que  cette  équation  représente  aussi  un  plan 
perpendiculaire  à  la  droite  dont  les  équations  seraient 

X  =  y'o ^  +  F'    z  ■=  z\x  +  'j 

[voyez  les  feuilles  citées),  les  quantités  y,,  et  z'^  étant  regardées  ici 
comme  constantes,  ainsi  que  \).  etv.  Donc,  puisque  ces  équations  sont 
celles  de  la  tangente  à  l'extrémité  de  la  ligne  la  plus  courte,  (jue  nous 
regardons  en  général  comme  une  courbe  quelconque,  il  s'ensuit  que  les 
deux  équations  données  plus  haut  expriment  que  la  ligne  la  plus  courte 
doit  rencontrer  la  surface  d.onnée  à  angles  droits. 

Et,  comme  la  même  conclusion  aurait  lieu  aussi  pour  l'autre  limite, 
si  elle  était  formée  par  une  surface,  il  en  résulte  que  la  ligne  la  plus 
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courte  entre  deux  surfaces  données  sera  encore  la  droite  qui  rencontre 
ces  surfaces  à  angles  droits. 

Jusqu'ici  nous  n'avons  cherché  que  la  ligne  la  plus  courte  parmi 
toutes  les  lignes  possibles  qu'on  peut  mener  entre  des  points,  ou  des 
lignes,  ou  des  surfaces  données;  problème  que  la  simple  Géométrie 
peut  résoudre,  parce  qu'on  sait  que  dans  un  plan  la  ligne  la  plus  courte 
est  la  ligne  droite.  Mais,  si  l'on  demande  en  général  la  ligne  la  plus 
courte  sur  une  surface  quelconque  donnée,  le  problème  dépend  alors 
essentiellement  de  la  méthode  des  variations,  et  les  formules  trouvées 
ci-dessus  s'y  appliquent  avec  la  même  facilité. 

Soit 

l'équation  de  la  surface  donnée;  elle  donnera  l'écjuation  variée 

laquelle  étant  combinée  avec  l'équation  générale  du  maximum  ou  mi- 
nimum trouvée  plus  haut, 


produit  celle-ci 


^1  Fu: 


v)l"(.i=o 


pour  l'équation  de  la  ligne  la  plus  courte  sur  la  surface  donnée.   En- 
suite on  aura  l'équation  aux  limites 

dans  laquelle  on  a  en  général 

iT__/r  +  2'2. 

et,  si  l'on  veut  avoir  égard  aussi  à  la  variation  de  x,  on  aura 
comme  on  l'a  trouvé  plus  haut. 
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Il  faudrait  ici  substituer  pour  z  sa  valeur  tirée  de  l'équation  variée 

X ¥'[x)  +r F'(7)  +  2  F'(z)=  o. 

Mais,  en  faisant  abstraction  de  la  surface,  l'expression  précédente  de  U 
conduit  directement  aux  mêmes  conclusions  qu'on  a  trouvées  plus  haut 
relativement  aux  limites,  c'est-à-dire  que  la  ligne  la  plus  courte  tracée 
sur  la  surface  donnée  devra  aussi  couper  à  angles  droits  les  courbes 
qui  lui  serviront  de  limites. 

A  l'égard  de  la  nature  de  la  ligne  la  plus  courte  sur  une  surface,  elle 
jouit  d'une  propriété  particulière  et  caractéristique,  par  laquelle  on 
peut  la  déterminer  indépendamment  de  la  considération  du  minimum  ; 
c'est  que  ses  rayons  osculateurssont  tous  perpendiculaires  à  la  surface. 
En  effet,  il  est  clair  que  cette  ligne  doit  être  celle  suivant  laquelle  se 
dirigera  un  fil  tendu  sur  la  surface  donnée,  et  il  est  facile  de  concevoir, 
en  même  temps,  que  le  fil  tendu  ne  peut  être  en  équilibre  qu'autant 
que  la  pression  résultante  de  la  tension,  et  dont  la  direction  est  suivant 
le  rayon  osculateur,  sera  perpendiculaire  à  la  surface.  Pour  voir  com- 
ment la  propriété  dont  il  s'agit  résulte  de  l'équation  trouvée  pour  la 
ligne  la  plus  courte,  nous  remarquerons  d'abord  que  l'équation  du  plan 
tangent  à  la  surface  représentée  par  l'équation 

¥[x,x,z]  =  o 
est,  comme  on  l'a  vu  plus  haut, 

^F'(x) +jF'(j-)  +  2F'(3)+a=:o, 

les  fonctions  F'(a7),  F'(j),  F'(;)  étant  regardées  comme  constantes, 
ainsi  que  la  quantité  oc. 

Nous  remarquerons  ensuite  que,  si  l'on  représente  par 

l'équation  du  plan  du  cercle  osculateur  d'une  ligne  à  double  courbure, 
il  faut  que  cette  équation  et  ses  deux  dérivées,  prime  et  seconde,  aient 
lieu  en  prenant  les  coordonnées  x,  y,  z  du  plan  pour  celles  de  la 
courbe  donnée,  et  en  regardant  dans  la  formation  des  dérivées  les  coef- 
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ficients  A,  B,  C  comme  constants;  c'est  ce  qui  résulte  de  la  théorie  du 

contact  des  courbes  exposée  dans  la  Théorie  des  Fonctions  ('  ). 

On  aura  donc  ainsi  les  deux  équations  dérivées,  dans   lesquelles 

x'  =  r , 

I  +  xV/  +  B  2'  =  o,     A  j"  +  B  :;"  =  o. 

Ar" 
La  dernière  donne  B  — ~,  et,  cette  valeur  étant  substituée  dans  la 

précédente,  on  aura 


A 


'f'-r'z"  z'f-y'z" 


Nous  remarquerons  de  plus  qu'il  suffit  que  le  plan  du  cercle  oscula- 
teur  soit  perpendiculaire  au  plan  tangent  à  la  surface,  pour  que  le 
rayon  osculateur  soit  perpendiculaire  à  la  surface,  parce  que  ce  rayon 
est  nécessairement  perpendiculaire  à  la  courbe  tracée  sur  la  surface. 

Or  on  démontre  encore  dans  l'application  de  l'Analyse  à  la  Géométrie 
[voyez  les  feuilles  déjà  citées)  que  la  condition  pour  que  deux  plans  re- 
présentés par  les  équations 

jtF'(^)+jF'(j)  +  zF'(z)  +  a=o, 
X  +  Aj+  Bz  +  C  =  o 

se  coupent  à  angles  droits,  est  renfermée  simplement  dans  l'équation 

F'(^)  +  AF'(7)  +  BF'(z)=o. 

L'équation  de  la  surface 

Y[x,y,z]  =  o 

donne  aussi  l'équation  dérivée 

Y'[x]  +  y  ¥[y)  +  z'  T[z]  =  o, 

d'où  l'on  tire 

V'[x)=-y'W{y)-z'F[z). 

Cette  valeur,  substituée  dans  l'équation  précédente,  donnera  celle-ci 

(A-r')F'(J)-^(B-^')F'(z)  =  o, 
(  '  )  OEuvres  de  Lagrangc,  t.  IX. 
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laquelle,  en  substituant  les  valeurs  de  A  et  B  trouvées  ci-dessus,  de- 
vient 

Or,  si  l'on  divise  le  coeffîeient  de  F'fr)  dans  cette  équation  par V-,  V 


étant  \/ 1  +  j'"+  -',  on  a  la  dérivée  de  ^i  et  de  même  le  coefficient  de 
y'{:-)  divisé  par  \-  devient  la  dérivée  ^\e^Ç^  comnn!  il  est  facile  de  s'en 

assurer  pai'  le  calcul.  Donc,  en  divisant  toute  l'équation  par  Y-,  elle 
pourra  se  mettre  sous  la  forme 


iv)  p'ir)-(^y)v'[^]  =  o. 


qui  est  la  même  que  celle  de  l'équation  que  nous  avons  trouvée  pour 
la  ligne  la  plus  courte. 

Clairaut  a  remarqué  le  premiei',  dans  les  Mémoires  de  l'Académie  des 
Sciences  de  1733,  que,  quelle  que  soit  la  figure  de  la  Terre,  la  ligne 
(ju'on  y  tracerait  en  plantant  continuellement  des  piquets  perpendicu- 
laires à  l'horizon,  de  manière  qu'ils  soient  effacés  les  uns  par  les  autres, 
comme  on  l'a  pratiqué  dans  la  description  de  la  perpendiculaire  à  la 
méridienne  de  Paris,  aurait  la  propriété  d'être  la  ligne  la  plus  courte 
entre  tous  ses  points.  Ainsi  la  détermination  de  cette  ligne  dépend  de 
l'équation  générale  qu'on  vient  de  trouver. 

En  supposant  que  la  Terre  soit  un  sphéroïde  de  révolution,  si  l'on 
prend  l'axe  des  a:  pour  l'axe  de  la  Terre,  dont  le  centre  soit  l'origine 
des  coordonnées,  et  qu'on  nomme  /■  l'ordonnée  de  la  courbe  des  méri- 
diens, on  aura 

r=z  \/f--i-  Z-. 

Donc,  si 

V{x,  /•)  =  o 

est  l'équation  de  cette  courbe,  elle  deviendra  celle  de  la  surface  du 
sphéroïde,  eny  substituant y/j- -h s-  pour/-;  et,  à  cause  de/' =- — ^ 5 


DES  FONCTIONS.  439 

on  aura 

de  sorte  que  l'équation  de  la  ligne  la  plus  courte  sur  le  sphéroïde  de- 
viendra 


laquelle  est  du  second  ordre,  mais  dont  la  primitive  du  premier  ordre 

est 

zy'  —  rz' 

- — ï7- —  =«. 


(i  étant  une  constante  quelconque.  Cette  équation,  combinée  avec 
l'équation  ¥(x,  r)  =  o,  suffira  pour  construire  la  courbe. 

Ce  problème  est  traité  avec  beaucoup  de  détails  dans  le  quatrième 
Volume  des  Ouvrages  de  Jean  BernouUi. 

Le  problème  de  la  ligne  la  plus  courte  conduit  hatureilement  à  celui 
de  la  surface  de  la  moindre  étendue.  Nous  avons  déjà  vu  plus  haut  que 
l'on  a  alors 

v  =  v/>  +  (2'r+(^''P' 

d'où  l'on  tire  la  variation 

-T       z''z'-^z''z'' 
V_ ^ , 

laquelle  étant  comparée  à  la  formule 

Li  +  M 2'' H-  N^-' 


donne 


L  =  o,     M  =  Y  >     N  =  Y  ; 


l't  de  là  résulte  l'équation  générale 

■'z"\''      fz''---' 


V  /     '  \  V  '   ^  °- 


Cette  équation,  eu  effectuant  les  dérivations  indiquées,  se  réduit:» 

\[z"'+z'")-{z"Y'-  +  r'Y-']^-o; 
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oi-,  en  prenant  successivement  les  dérivées  par  rapport  à  ^  et  à  y,  on 

trouve 

\\''  =  z''z"'-hz''z''', 

Y\''  =  z''z'''-h  z''  z'"; 

(le  sorte  qu'en  multipliant  l'équation  précédente  par  V,  et  substituant 
les  valeurs  de  V^,  VV',  VV'',  on  aura  après  les  réductions 

ll-h{z'Y\z'"—'2Z''Z''z'''-h[l-h{z''Y-'}z"'=zO. 

Et,  si  l'on  aime  mieux  employer  la  notation  proposée  à  la  fin  de  la 
Leçon  XIX,  on  aura,  pour  l'équation  de  la  moindre  surface, 

Plonge  et  Legendre  ont  trouvé,  par  des  méthodes  ingénieuses, 
l'équation  primitive  de  cette  équation  du  second  ordre;  mais  la  forme 
sous  laquelle  elle  se  présente  la  rend  peu  susceptible  d'applications 
utiles.  (  Voyez  les  Mémoires  de  V Académie  des  Sciences  de  1787.) 

Pour  donner  encore  un  autre  exemple,  nous  reprendrons  le  problème 
si  connu  de  la  brachistochrone,  ou  ligne  de  la  plus  vite  descente;  mais 
nous  la  considérerons  dans  un  milieu  résistant  comme  une  fonction 
quelconque  de  la  vitesse. 

Soient  les  abscisses  x  dirigées  verticalement  de  haut  en  bas,  et  par 
conséquent  les  ordonnées  y  horizontales.  Si  l'on  nomme  g  la  force 
constante  de  la  gravité,  -  le  carré  de  la  vitesse  et  cp(3)  la  fonction  de 
la  vitesse  qui  est  proportionnelle  à  la  résistance,  les  principes  de  la 
Mécanique  donnent  l'équation 


2' —  2g- +  o.(p  (  :;  )  y/H- j'^  z=z  O 

pour  la  détermination  de  r;  et  le  temps,  qui  doit  être  un  maximum  ou 
un  minimum,  est  exprimé  par  la  fonction  primitive  de  l'expression 

y/i  +  r'^ 


DES  FONCTIONS.  441 

En  comparant  ces  formules  aux  formules  générales,  on  aura 


V'i   +  r'-  ni  ,         V 

et  la  fonction  Y[x,y,y',  z,z',  .,.),  qui,  étant  égalée  à  zéro,  donne 
l'équation  de  condition,  sera 


On  aura  donc 


s/t-+-f-\./z  ^^1 


Et  de  là 


Ensuite  on  aura  l'équation  variée 


Z'  +22  <p'(z)  y/l  +  /'-  +  '2o(z)         '     '  =  O, 


et  par  conséquent 


W[z]  =  io'[z]sJ\+x'-\     F'(2')  =  i, 
De  là  on  aura 

Y=-r  _zi.  .Y,       Y=    '■■ 


22' 

(Z)  =  2>9'(.)v/r=|:7^->/,        (Z)=X. 

D'après  ces  valeurs,  on  aura  les  équations  générales 

Y+(Y)  =  o,     Z  +  {Z)  =  o, 


56 
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et  l'équation  aux  limites 

en  faisant 

i]  =  [Y+[Y]]r  +  [Z  +  [h]z; 

et,  si  l'on  veut  tenir  compte  de  la  variation  de  x,  on  aura 


1         I 


U  =  [Y  +  ,Y)](j  -/.;•)  +  [Z  +  (Z)](z  -z'x)  +  "^^^/^  X. 
Les  deux  équations  générales  se  réduisent  à  celles-ci  : 


vA 


I  -hy'^ 


f-  +  9./9'(3)Vi+j'--X'=o, 


2Z- 


dont  la  première  a  pour  primitive 


■^'        =  +  s).9 


a  étant  une  constante  arbitraire. 

11  faudra  substituer  dans  celle-ci  la  valeur  de  1  tirée  de  la  seconde; 
ensuite  il  faudra  éliminer  s  par  le  moyen  de  l'équation  de  condition 


2'—  2  "'+•'.  9  (2)  v/l-+-^-'2  =  0, 

et  l'équation  résultante  en  j  eta-  sera  celle  de  la  courbe  chercbée. 

Comme  z  représente  le  carré  de  la  vitesse  et  que  l'équation  en  z  est 
du  premier  ordre,  la  valeur  de  z,  tirée  de  l'équation  primitive  de  celle- 
ci,  contiendra  une  constante  arbitraire  qui  dépendra  de  la  vitesse  ini- 
tiale imprimée  au  mobile. 

On  peut  donc  regarder  la  valeur  de  :;,  à  la  première  limite,  comme 
une  fonction  donnée  des  coordonnées  initiales  ^  et  j.  Ainsi,  dénotant 
cette  fonction  par  la  caractéristique  A,  on  aura  la  condition 

Zo=à{Xo,Xo]- 


DES  FONCTIONS.  U3 

Le  cas  du  vide  n'a  aucune  difficulté;  car,  en  faisant  cpi  s)  =  o,  on  aura 
l'équation 


r 

=:  const. 

I 



5 

V'i+j'^z 

v^ 

où  ).  n'entre  pas. 

Ensuite  on  a 

z'  —  ig=o,     d'où  l'on  lire     z=: -y.gx -h  l>. 
En  rapportant  cette  équation  à  la  première  limite,  on  a 

Z^,=  ^2gXu-^-  b,       d'où       l)~Z^,—  2^rX^J. 

Ainsi  la  valeur  complète  de  z  sera 

Z  =  ■2g{x~  Xo'\  +  3o- 

Or  l'équation  en  r'  donne 


r 


s/. 


équation  qui,  par  la  substitution  de  la  valeur  de  z,  devient  celle  de  la 
cycloïde  ordinaire. 
Soit,  pour  abréger. 


/  —  -^.  +  3,  /  O  (  3  )  ; 

y,!z 


le  problème  général  dépendra  de  ces  trois  équations  du  premier  ordre, 

_iy'     ^  _'  ^ 

/.'  -  I  2/  cp  (  ;  ) ^    ^~+f~'  —  o, 

L  2^'J 

z'  —  ig  -\-  i(i^[z)  \Ji  -\-  y'--^  o. 

Si  l'on  prend  la  dérivée  de  /,  on  a 
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d'où  l'on  tire 

2  A  ce  Ls  I  =3 — — : 


3 


?. 


Z' 


cette  valeur  étant  substituée  dans  la  seconde  équation  ci-dessus,  on 
aura 


■2 


1'  (1>\Z]  —  t'      ,- 


z 
mais  la  troisième  donne 

z'  =z-2g—  "29(2)  \/i  -h y'-; 

substituant  celte  valeur  dans  la  dernière  équation  après  l'avoir  multi- 
pliée par  z',  elle  se  réduira  à 


Oi"  on  a 

et  la  première  équation  donne 

tf      _   I 


donc  l'équation  qu'on  vient  de  trouver  deviendra 


s/a 


dont  la  primitive  est 


et,  si  l'on  substitue  encore  ici  pour  t  sa  valeur ^  tirée  de  la  pre- 

mière  équation,  on  aura 

2  p-  À  ^       _ 

r's/a 


2  <?/,=:  =  +  b. 


Ainsi  l'on  a  la  valeur  de  >.  qu'on  substituera  dans  l'expression  de  /  de 
la  première  équation;  et  il  ne  s'agira  plus  que  de  combiner  cette  équa- 
tion avec  la  troisième  pour  en  éliminer  :;. 
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Considérons  maintenant  l'équation  aux  limites 

Ù,-il„  =  o; 

supposons,  ce  qui  est  le  cas  le  plus  ordinaire,  que  les  deux  limites 
soient  indépendantes  l'une  de  l'autre;  on  aura  séparément 

Ùo  =  o,    Ù,  =  o. 

Or,  en  faisant  dans  l'expression  de  U  donnée  plus  haut  les  substitu- 
tions nécessaires,  on  a 

û  =  [^  +  p.x  9(2)1  -JL=.[r-r'^)  +  Hz-  z'x]  +  V 


/i  +  y"-  ■ 

■    — =^ —  X. 

sjz 


Cette  expression,  en  mettant  pour  ^' sa  valeur  2^  —  2''j[z)\j \  -f-.v'^ 
et  réduisant,  devient 

où  /  est  mis  pour  -=  +2).  9(2),  comme  on  l'a  employé  ci-dessus,  de 

sJz 

sorte  qu'en  substituant  encore  à  la  place  de  t  sa  valeur  donnée  par  la 
première  équation,  on  aura  plus  simplement 

Cette  valeur  de  U  devra  donc  être  nulle  aux  deux  limites. 

Pour  la  première  limite,  nous  avons  vu  ci-dessus  que  l'on  a  en  gé- 
néral z^=^  \[x^,  Yq);  donc,  prenant  les  variations,  on  aura 

de  sorte  que  l'équation  Uq  =  o  donnera  celle-ci  : 

— ^  —  2g-Xo-l-  ^'[x^)lQ    ^0+     -^  -+-  A'(ro)^o   70  =  0. 

Pour  la  seconde  limite,  on  aura  aussi  U,  =  o,  équation  dans  laquelle, 
la  variation  z  demeurant  indéterminée,  il  faudra  la  faire  évanouir  en 
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égalant  à  zéro  son  coefficient  1, .  Ainsi  l'on  aura  la  condition  ),,  =  o,  qui 
servira  à  déterminer  la  constante  arbitraire  b  de  la  valeur  de  ).  trouvée 
plus  haut.  Cette  condition  donne 

i  =  o, 


d'où  l'on  tire 


I 


de  sorte  que  l'expression  complète  de  1  sera 

d'où  l'on  aura 

I   /  I  I 


\/a  \J  0       y  \ 

valeur  qu'il  faudra  substituer  dans  l'équation  à  la  première  limite. 

A  l'égard  de  l'équation  de  la  seconde  limite,  elle  sera  simplement, 
à  cause  de  1,  =o, 

— — f- j,  =  o,     savoir     X\  -f-  y\  ji  =  o. 

Cette  équation  est  tout  à  fait  semblable  à  celle  que  nous  avons 
trouvée  dans  le  premier  exemple,  et  d'où  nous  avons  conclu  que  la 
ligne  la  plus  courte  devait  couper  à  angles  droits  la  ligne  qui  forme  la 
seconde  limite.  Ainsi  la  même  conclusion  doit  avoir  lieu  pour  la  ligne 
de  la  plus  vite  descente,  quelle  que  soit  la  loi  de  la  résistance  du  milieu. 

Revenons  à  la  première  limite.  En  substituant  dans  l'équation  de 
cette  limite  pour7.o  '^'^  valeur,  elle  devient 

Maintenant,  si  l'on  désigne  par  [y\)  la  dérivée  de  l'ordonnée  y  de  la 
courbe  qui  forme  la  première  limite,  on  aura,  comme  on  l'a  vu  dans 
le  premier  exemple,  l'équation  r(,  —  (y'o).ro  =  o.  Donc,  si  l'on  substitue 
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iliins  l'équation  précédente,  au  lieu  de  y^,  sa  valeur  (j'o)£t^„,  la  varia- 
tion j^o  demeurera  arbitraire,  et  il  faudra  vérifier  l'équation  en  égalant 
à  zéro  le  coefficient  de  ccq,  ce  qui  donnera 


r.       'g- 


équation  à  laquelle  on  satisfera  par  le  moyen  d'une  des  constantes 
arbitraires. 

Supposons,  ce  qui  est  le  cas  le  plus  simple,  que  la  vitesse  initiale 
\Zq  soit  donnée  indépendamment  du  lieu  de  départ;  on  aura  alors 
-^  =  à  une  constante;  donc 

A(^o,Jo)  =  const., 

et  par  conséquent 

A'(^o)  =  o,     A'(/(,)=o, 

et  l'équation  précédente  deviendra 

p-  -+-  {/o  ]  =  o,     savoir     i  +  j,  (j-;  )  =  o. 

Dans  cette  équation,  (y'J  exprime  la  tangente  de  l'angle  que  fait 
avec  l'axe  des  x  la  tangente  à  la  courbe  de  la  première  limite,  dans  le 
point  où  elle  est  rencontrée  par  la  ligne  de  la  plus  vite  descente,  et  j', 
exprime  la  tangente  de  l'angle  que  fait  avec  le  même  axe  la  tangente  à 
cette  même  ligne  au  point  de  la  seconde  limite;  et  il  suit  de  cette 
équation,  comme  nous  l'avons  vu  dans  le  premier  exemple,  que  la  dif- 
férence de  ces  deux  angles  doit  être  égale  à  un  angle  droit.  Donc  il 
faudra  que  la  tangente  à  la  courbe  de  la  première  limite  soit  perpendi- 
culaire à  la  tangente  à  la  ligne  de  la  plus  vite  descente  au  point  de  la 
seconde  limite;  et,  comme  nous  avons  déjà  vu  que  cette  tangente  doit 
être  perpendiculaire  à  celle  de  la  courbe  de  la  seconde  limite,  on  en 
conclura  que,  dans  le  cas  dont  il  s'agit,  la  courbe  delà  plus  vite  descente 
devra  rencontrer  les  deux  courbes  des  limites  dans  des  points  où  les 
tangentes  soient  parallèles  entre  elles. 
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Mais,  si  l'on  veut  que  la  vitesse  initiale  soit  toujours  celle  que  le 
corps  acquerrait  en  tombant  d'un  même  point  donné,  nommant  h  la 
hauteur  de  ce  point  au-dessus  de  l'axe  horizontal  des  ordonnées  y,  on 
aura  A  +  ^„pour  la  hauteur  due  à  la  vitesse  initiale  dont  z^  est  le  carré; 
et  les  principes  de  la  Mécanique  donneront 

[)onr 

A(jro,J())  =  2g-(/j  +  ;ru), 

et  de  là 

A'(jCo)  =  2g-,      A'(jo)=o, 

ce  qui  réduira  l'équation  de  la  première  limite  à  celle-ci  : 

-^  +  (r'o  )  =  o,     savoir     i  +/,  (/')„  =  o, 

/  0 

laquelle  montre,  comme  on  l'a  vu  dans  le  premier  exemple,  que  la 
ligne  de  la  plus  vite  descente  doit  couper  aussi  à  angles  droits  la  ligne 
qui  forme  la  première  limite. 

On  avait  trouvé  ces  mêmes  résultats  pour  la  ligne  de  la  plus  vite 
descente  dans  le  vide.  [Voyez  le  quatrième  Volume  des  Mémoires  de 
Tarin  (  '  )  et  les  Mémoires  de  C Académie  des  Sciences  pour  les  années  1 7G7 
v\  1768.  L'analyse  précédente  fait  voir  que  les  conditions  relatives  aux 
limites  sont  indépendantes  de  la  résistance. 

Si,  au  lieu  de  la  courbe  de  la  plus  vite  descente,  on  demandait  celh; 
où  la  vitesse  acquise  serait  un  maximum,  il  faudrait  rendre  la  quan- 
tité z  un  maximum,  et  l'on  aurait  le  cas  où  nous  avons  vu  que  les 
équations  générales  se  réduisent  simplement  à  (Y)  =  o,  (Z)=o, 
savoir 


[ilolz]  -     •  =  o, 


(')  OEuvrcs  de  Lngj-ange,  t.  II,  p.  37. 
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kkd 


La  première  a  pour  primitive 


et,  si  l'on  opère  sur  ces  trois  équations  comme  on  l'a  fait  dans  le  cas 
précédent,  on  parviendi'a  de  la  même  manière  à  l'équation 


/'. 


y  V" 


(jui  donne  la  valeur  de  ).;  ensuite  les  deux  dernières  équations  ci-des- 
sus donneront  la  vitesse  \z,  et  la  fonction  y  en  x,  d'où  dépend  la  fonc- 
tion cherchée. 

A  l'égard  des  limites,  on  aura  dans  le  cas  dont  il  s'agit,  en  faisant 
varier  à  la  fois  x,  y,  z, 

U  =  (Y)  [y  —  )'  x]  +  ['L][z  —  z'x]  -+-  z'x, 

formule  qui,  en  substituant  les  valeurs  de  (Y),  (Z)  et  de  z',  et  rédui- 
sant, devient 


ilolz) 

sji-^y- 


igi 


X  -+•  7.1  oi  z]  - 


\/'+r'- 


r-h  (X  -+-  \)z. 


El,  si  l'on  substitue  encore  dans  celle-ci  les  valeurs  de  2  ^7.  et  de  2'ko{z] 
tirées  des  deux  dernières  équations  primitives,  on  aura  enfin 

\j  ^=—  bx  -h  -^y  +  (X  +  i)  Zo; 

de  sorte  que  les  deux  équations  aux  limites  Ùo  =  "  et  Û,  =  o  devien- 
dront 

—  bx,,  +  -^  j'o  +  (  ?>o  +  '  )  2o  =  0, 
va 


—  bx^  +—>•,  +  (>.,  +  i)r,  =0. 
Vrt 


X. 
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J.a  vitesse  iiiilialc,  dont  -„  est  le  carré,  doit  être  donnée;  si  on  la 
suppose  indépendante  du  lieu  du  départ,  z„  sei'a  une  (|uantit<''  eon- 
slante  dont  la  variation  seia  par  conséquent  nulle;  donc  r„  =  o.  Aloi's 
la  première  é([uation  S(î  réduira  à 

/  ■  '    • 

—  t>.l\,  -h   -=L  Vo=:  O. 

i'our  la  seconde,  comme  rien  ne  détermine  la  valeur  de  r,,  il  faudra 
(jueson  coefficient  soit  nul,  et  qu'il  donne  '/.,  -h  i  =  o  et  a,  =  —  r,  con- 
dition pai'  laiiuelle  on  déterminera  la  valeur  de  la  constante  arbi- 
trai ire  h. 

Cette  équation  deviendra  ainsi 

—  OXi  H y,  =  o 

Si  les  deux  points  extrêmes  de  la  courbe  étaient  donnés,  les  varia- 
tions de  -to' Jo'  -t'i,  .yr  seraient  nulles,  et  les  deux  équations  seraient 
satisfaites  d'elles-mêmes. 

Mais,  si  la  (juestion  est  de  trouver  la  ligne  par  laquelle  le  corps  par- 
tant d'une  courbe  donnée,  et  arrivant  à  une  autre  courbe  donnée,  ac- 
({uiert  la  plus  grande  vitesse,  nommant,  comme  plus  haut,  (y'J  et  {y\) 
les  tangentes  des  angles  que  les  tangentes  à  ces  courbes  font  avec  l'axe 
aux  deux  extrémités  de  la  ligne  cherchée,  on  aura,  ainsi  qu'on  l'a  vu 
dans  le  premier  exemple, 

jo  —  ( r 0  )  ^0  =  o     el    j,  —  (;■;  )x,  —  o; 

et  ces  équations,  étant  combinées  avec  les  deux  précédentes,  donneront 

(/o)  =  *N^«     et     {y\)  =  b\/a; 

d'où  l'on  peut  conclure  que  les  tangentes  aux  deux  courbes  des  limites 
doivent  être  parallèles  entre  elles,  comme  dans  la  courbe  de  la  plus 
vite  descente. 
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